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H O Z D Z I A ? l.

Wiadomo?ci poprzednicze:

1. WSZYSTKIE rzeczy zmys?owe, zwane ina-.

ezf.y ciai a , cho?by te? by?y naydrolmieysze, s?
zawsze rozci?gle, to ief?:: mai? tllugo??, szeroko??
i wysoko?? czyli grubo??. Spólna ta wszyf?:kim
cia?om w?asno??, o którey nas zmys?' widzenia i

dotykania przekonywa, sama iedna tylko zavrnuie,

uwag? nasz? , kiedy ciai'a iakiego wielko?? zmie­

rzy?, lub i? z wielko?ci? innego cia?a porówna?
chcemy: w ten czas bowiem nic zwa?ai?c na in­

ne cia?a tego wdasno?ci
, do mierzenia ?adnego

wpjvwu nie mai?ce , sam? si? tylko iego rozci?­
g?o?ci? zaprz?tamy. Nauka podai?ca sposoby mie­
r?enia rozciag lo?ci , nazywa si? nauk? miernicze:"
(lzyli Jeometryq. .

2. R.ozci?glo?? uwa?a si? rOZmaICIe, i ma

rozmaite na'lwifka. Je?eli dla wymier?enia wiel-c
ko?ci ia.kiego cia?a uwa?amy razem iego d?'ugo??,
szeroko?? i wysoko??, czyli grubo??; rozci?glo??
pod te mi trzema wymiarami razem wzi?ta, zowie

r
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si? bry?owatosciq , albo obietotcia tego cia?a, oo­

lumen; a cia:?a, których wielko?? pod temi trzema

wymiarami ?wa?amy, ?owi? si? bry?y: i -tak ka­

mie?
, kula, belka, budynek i t. d. s? to bry?y,

których obi?to?? ief?: mieysce wzd?u?, wszer? i

w z wy? rozlcg?'e , przez te bry?y zai?te. Bry?y
pod?ug rozmaitego kszta?tu s? rozmaite, okr?g?e,
graniaf?:e, ko?czate i t. d. i mai? rozmaite nazwi­

Ika, iak to na swoi?m mieyscu wy?o?ymy.
3. Cz?f?:okro? w mierzeniu cia? uwa?am y ty 1-

ko ich d?ugo?? i szeroko??, bez ?adnego wzgl?du
na wysoko?? lub grubo??. I tak dla wymier?e­
nia pola, ogrodu, posadzki w pokoju, obicia na

?cian? i t. d. dosy? ief?: zmier?v? ich d?ugo?? i

szeroko??. Rozci?g?o?? pod temi dwoma wymia­
rami uwa?ana, bez wzgl?du na wysoko?? czyli
grubo??, zowie si? powierzchni?, superficiei, Po­

wierzchnia pod?ug kszta?tu cia?a, do którego na­

le?y, iest albo równa czyli p?aska, zwana inaczey
p?asczyzna, planum ; iak iefl powierzchnia papie­

ru, tablicy, f?:olu, posadzki, ieziora , pola' równe­

go i t. d. albo nierówna czyli krzywa, to ief?

wkl?s?a lub wypuk?a; iak ief?: powierzchnia naczy­

nia wkl?s?ego, kuli, armaty, góry, doliny i t. d.

Tu iu? ?atwo wnie?? mo?na, ?e powierzchnie ró­

wne czyli p?'asczyzny ró?ni? si? tylko mi?dzy so­

b? swoi? rozleg?o?ci? czyli wielko?ci?: powierz­
chni? za? krzywe tak co do rozleg?o?ci, iak i co

do kszta?tu swego musz? by? rozmaite.

4. Cz?f?:o nawet i na szeroko?? nie daiemy
:?adnego wzgl?du, lecz tylkosam? d?ugo?? Uwa­

?amy. l tak podró?ny nie pyta si? o szeroko??

drogi, któr? ma przeby?, ale tylko uwa?a odle­

g?o?? mieysca do którego d??y: prohui?1cy dziel­

no?ci f?rzelby mier?y tylko d?ugo?? drogi, któr?
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kula przebieg?'a ,
i t. d. Rozci?g?o?? taka wz d ?u?

tylko uwa?ana , bez wzgl?du na szeroko?? i

grubo??, zowie si? liniiq ,
a ko?ce linii nazywai?

si? punktami. Punkt zatem, ?ci?le bior?c rzeczy,
nie ma ?adn?y rozci?glo?ci : gdy? ief? ko?cem li­

nii, która nie ma ani szeroko?ci ani grubo?ci. Mó­

wimy tu, scisle bior?c 'rzeczy, gdy? punkta zna­

czone na ,tablicy lub na papierze nie mog? by? bez

rozci?g?o?ci, ró wnie iako i Iiniie
,

które kred?,
o?ówl,iem, albo piórem kre?limy, musz? mie? ko ....

niecznie szeroko??, cho?by te? by?y iak naycieh­
sze, Ale w ?cisl'em znaczeniu, kiedy plasczyzna
b?d?ca ko?cem csyli granic? cia?a iakiego ,

ma

tylko d?ugo?? i szeroko?? bez grubo?ci, Iiniia b?­

d?ca granic? czyli ko?cem pl'aszczvzny ,
mie? tyl­

ko mo?e d?ugo?? bez szeroko?ci i grubo?ci; punkt
za?, iako granica czyli koniec linii, nie mo?e mie?

?adney rozci?g?o?ci.
5. Liniia ief? albo profla, albo z?amana czy­

li z kilku prof?ych z?o?ona, albo krzywa. Liniia

prof?a ieit naykrótsz? drog? z iednego punktu do

drugiego, iak ief? liniia AB. Figura L Wszel­

ka za? inna liniia, która nie ief? naykrótsz? dro­

g? z jednego punktu do drugiego, ief? albo Iiniia

z?amana, czyli z proflvch z lo?ona
,

iak icH Iiniia

A CDB; albo krzywa, iak s? liniic ABB, AFB,
które s? tern 'd?u?sze, im si? bardziey oddalai? 0(1

naykrótsz ?v drogi z punktu A do B, czyli od linii

proft?y AB.

6. Z tego co?my dot?d o lininii prof??y po­

wied1feli, wypada lad ?e przez icden punkt tyle
liniy proitych prowadzi? mo?na, ile si? podoba:
co iefl przez si? widoczna; ?re ?e przez dwa pun­
kta i e dna tylko liniia profla przechodzi? mo?e: ho

od icdnego punktu do drugiego icdna icit tylko
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naykrótsza droga; liniy za? krzywych i zl'amany?h
tyle przez dwa punkta prowadzi? mo?na, ile si?
podoba : dla tego te? Iiniie krzywe i z?amane o.:.

znaczai? si? kilk? gtoslmmi; na oznaczenie za? li­

nii prof?ev , dosy? ief?: dwóch tylko g?osek, które,
ie?eli d ?ugo?? linii profi? y iE'f?: wyznaczona, k?a­

da si? przy iey ko?cach ; ie? eli dfugo?? linii nie

ief?: wyznaczona, k?ad? si? w dwóch którychkol­
wiek iey punktach. 3cie ?e gdy zatem dwie lini­

iE" prof?o maia dwa punkta spólne ,
dwie te liniie

cz vni? iedn? t) lko Iiniia prof??: ho przez dwa

punkta iedna tylko liniia profl:a przechodzi? mo­

ze; 4te ze gdy si? dwie Iiniie profle z sob? prze­

cinai? , przeci?ciem ich icf?: tylko ieden punkt: ho

gdyhy 'si? we dwóch punktach przecina?y, na ten

czas vmaiac dwa punktu spólne , czyni?yby iedn?
Iin ii? profl ?.

5a ?e nakoniec liniie prof?e ró?ni?
si? mi?dzy sob? tylko d?ugo?ci? swoj?; lubo i ta

ró?nica nie iefl tak wielk? iak si? z pocz?tku zda­

je, gdy zwa?ymy, ?e ka?da Iiniia prosta mo?e by?,
w my?li przvnaymni?v w obie strony tak daleko

i)rzed?u?ona, jak si? podoba; gdy tym czasem li­

niie z?amane i krzywe tak co do d?ugo?ci, iako i

co do kszta?tu swego, mog? by? rozmaite.

7. Mi?dzy liniiami krzywerni, nayznaczniey­
sza jest liniia kolista, zwana okr?giem ko?a, li­

nea circularis
, circumjerentia' circuli

,
iaka iest

jig. 2. ABCDEA, która z.wvczavnie kre?li si? za

pomoca narz?dzia cyrklem zwanego, lecz któr?

wykre?li? tak?e mo?na sposobem nast?pui?cym r

wziuwsz v nitk? lub drócik dlugo?ci np. linii AS,
i ieden iego koniec utw ierdziwszy na stole lu b na

tablicy w punkcie S tak, aby oko?o tego punktu

móg? si? obraca? ; do drugiego ko?ca A, przy­

?Ó?lUy o?ówek lub kred?, i obró?my drócik V1?a?
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z, kred? okolo punktu S tak, aby powróci? na to

samo mieysce, z którego obraca? si? pocz??': ?lad

na tablicy od kredy z.astawionv iest okr?giem.
Pdasozvzna t? Iiniia krzyw? okre?lona zowie si?

kotem, circulus, Cz??? iskakolwiek okr?gu AED,
BCD i t. d. nazywa si? lukiem, arcus.

8. W?asno?? okr?gu z samego wykre?lenia.
wyp?ywai?ca iest ta, ?e ka?dy punkt na nim wzi?­

ty znavduie si? w równ?v odleg?o?ci od punktu S:

odleg?o?ci? bowiem t? iest drócik AS, którego

d?ugo?? w czasie obrotu iest nieodmienna. Punkt

S z<1wie si? dla h?y prz,yczyny ?rodkiem ko?a, cen­

trum, a Iiniia prosta SA, SB, i t. d. ?rodek ko?a

z punktem którymkolwiek na okr?gu wzi?tym ??­
cz?ca, nazywa si? promieniem, radius. W szy­
stkie zatem promienie ko?a s? równe: bo wszy­
stkie punkta okr?gu s? w równ?v od ?rodka ko?a

odleg?o?ci. Inne w lasno?ci okr?gu wy?o?ymy na

swoi?m mieyscu ; tu tylko przestaiemy na tych,
które nam do pocz?tkowych wiadomo?ci o liniiach

prostych b?d? potrzebne.
g. Co si? tycze innych liniy krzywych, ksza?":

tem swoim i innemi w?asno?ciami od okr?gu ró­

?ni?cych si?, te nale?? do Jeometryi dalsz?v ,
któ­

:r.? poprzedzi? powinna wiadomo?? w?asno?ci li­

niy prostych, p?aszczyzn i bry?, co iest przed ....

miotem ninieyszego dzie?a.

R O Z D Z I A ? II.
\

o Liniiaclz projiyclz przecinoiqoy ch S??, o kq­
tach i tróykqtach.

10. l\1ieysce nieograniczone ACB, fig. 5 za­

w?r?e mi?dzy dwiema liniia mi prostemi AC i Be,
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które si? z sob? prz ecinai? w punkcie. C, i które

mog? by? tak przed?u?one, iak si? podoba, na­

zywa si? bqtem , angulus, Liniie AC, BC, prze­

ci?ciem swoi?m k?t tworz?ce, zowi? si? ramio-,

nami k?ta, crura, a punkt C, w którym si? te dwie

Iiniie przecinai?, nazywa si? -wierzcho?kiem k?ta,
vertex .

. 11. K?t zwyczaynie oznacza si? iedn? glo­
fk? iak?kolwiek ,

która si? k?adzie przy iego wierz­

cho:?1m. Lecz gdy dwa lub wi?c?v k?tów mai?
spólnv wierzcho?ek, iak jest na figurze 4,· na ten

czas k?t oznacza si? trzema glofkami, z ktarych
iedna k?adzie si? przy iego wierzcho?ku, a "dwie

przy ko?cach ramion. A ?e cz?stokro? ko?ce ru­

mion s? wierzcho?kami innych k?tów, iak np. na

fig. I I,' przeto dla dok?adnego oznaczania k?tów,
zgod7.0no si?, w wymawianiu tych g?osek zachowa?

nast?pui?cv porz?dek: wvmówi? naprzód g:t ofk?
b?d?c? przy ko?cu iednego ramienia, potem g?o­

?? b?d?c? przy wierzoho lku
,

nakoniec g?ofk?

b?d?c? przy ko?cu drugiego ramienia. I tak jig.
4 k?t zawarty mi?dzy ramionami BC, DC iest.

BCD, lub DCB; k?t ACD, Iub DCA iest k?t za1'"

warty mi?dzy ramionami AC, DC i t. d. .

12. Ramiona k?ta mog? si? bardz.i?v lub

mni?v rozchodzi?: k?ty te? pod tym wzgl?dem s?

wi?ksze lub mnieysze.. I tak fig. 4, k?t ACB iest

wi?kszy od k?ta DCB; gdy? ramiona pierwszego
hardzi?y si? rozchodz?, ni? ramiona drugiego. K?­

ty równe s? te, których ramiona równie si? roz­

chodz?, i które t?rn, samem przysta? mog? do sie -

bie , gdy ieden na drugim b?dzie po?o?ony. I tak,

po?o?ywszy be, ramie k?ta bca, na Be, ramieniu

k?ta BCA, "\IY ten sposob , aby punkt c pacH na

p, je?eli ramie ac, póydzie po ramieniu AC, k?t
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bca, iest równy k?towi, BCA, chocia?by ramiona.

be ac, by?y dlu?sz.e lub krótsze od ramion BC,
AC: gdy? ramiona k?ta iako liniie proste mog?

by? pod?ug potrzeby przed?u?one. Je?eli za?, po­

:?o?-ywszy be na BC, ramie ac we?mie takie po­
?o?enie, jak CD, lub jak CE; k?t bea iest w pier­
wszym przypadku mnieyszy, w drugim wi?kszy od
kata BCA, chocia?by ramiona bc

, ac by?y ró­
w?e ramionom BC, AC. VVielko?? zatem kata
nie zale?y od d?ugo?ci ramion, lecz od ich ro'z­
twarto?ci , czyli, co na iedno wychodzi, od POlO­

?enia wzgl?dem siebie dwóch Iiniv przeci?cip.m
swoi?m k?t tworz?cych.

13. Gdy Iiniia DC fig. 5. takie ma wzgl?­
dem linii AD po?o?enie, ?e z ni? tworzy dwa k<?­
ty ACD, BCD mi?dzy sob? równe; k?ty te zowi?
si? proste, recti , a Iiniia DC jest proe?opadta ?

perpendicularis, do linii AB. Wszelki k?t mniey­
szy od prostego, iak iest np. fig. 6, k?t ECB, zo­

wie si? ojiry, acutus : wszelki k?t wi?kszy od pro..."
stego, jak iest np. k?t ACE, zowie si? roztwar-:

ty, obtusus,
.

,

14. K?ty tak ostre iako te? i roztwarte mo­

g? si? bardzie y lub runi?v przybli?a? do prostego;
przeto te? tak ostre iako i roztwarte, co do wiel­
ko?ci swoi?v, s? mi?dzy sob? rozmaite. Lecz k?­
ty proste wszystkie sobie s? równe, i

mog? do
siebie przysta?: Jako? fig. 5, po?o?ywszy cb ra-,

mie k?ta prostego d cb
, na CB ramieniu k?ta pro­

stego DCn, gdyby ramie cd nie posz?o po ra­

mieniu CD, pad?oby albo z prawey strony Iinii
CD, np. na linii,! CE; albo z Iewev strony tey?elinii CD, np ".

na Iiniia CF; i k?t dcb w pier­
wszvm przypadku by?hy równy k?towi ECB, któ-.

iI'y iest ostry, iako mnievszv od prostego DCB; w
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drugim przypadku k?t dcb hy?by równy k?towi
FCB, któr'y iest roztwarty, iako wi?kszy od pro­

stego DCB. A ?e k?t dcb nie iest ani ostry, ani

roztwarty; wi?c i ramie cd nie póydzie ani po li­

nii CE, ani po linii CF, lecz. po linii CD; a za­

tem b?dzie k?t prosty dcb równy prostemu DCB.

15. Gdy Iiniia CE, fig. 6. z Iiniia AB two­

rzy dwa k?ty nie równe, ieden ECB ostry, czyli
mnieysz y od prostego DCB, drugi ACE 'roztwar­

ty, czyli wi?kszy od prostego ACD; summa tych
dwóch k?tów ECB, ACE przy sobie le??cych,
zwanych inacz?y przyleglemi, ac?jacentes ; równa

si? dwom k?tom prostym. Jako? k?t ostry ECB

od prostogo DCB mnieyszy iest k?t?m DCE ; k?t
za? roztwarty ACE od drugiego prostego ACD

wi?kszy iest tym?e samym k?tem DCE: wi?c 0-

bad wa k?ty przylegle ECB, ACE, równe s? dwom

k?tom prostym DeB i ACD.

16. St?d wvpadai? nast?pui?ce wniolki: 1 ód

?e kiedy ieden z dwóch k?tów przyleg?ych icst

prosty, drugi tak?e prosty by? powinien; gdy? 0-

bad wa czyni? dwa ,k?ty proste;
2re Ze wszystkie k?ty, fig. 7. ACE, ECD,'

DCF, FCB, lez?ce z jedn?v strony linii AR, i rn a+

iace spólny wierzcho?ek C, wa?? dwa k?ty pro­
ste: bo wystawiwszy sobie, ?e z punktu C iest

wyprowadzona CM prostopad?a do AB, summa

tych wszystkich k?tów równa si? widocznie dwom

k?tom prostym .ACM, BCM.

3cie. Ze gdy si? dwie Iiniie proste, f?g. 8,

AB, DE, przecinai? w punkcie C, summa czte­

rech k?tów ACD, DCB, DCC, ECA, równa si?
czterem k?tom prostym: gdy? k?ty ACD i DCB

iako przylegle, wa?? dwa l,?ty pr osto
,

i k?ty ACE

i ECB dla tey?e przyczyny wa?? dwa k?ty proste"
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4te. Ze przez punkt C, fig. g. poprowadzi ..

wszy jak?kolwiek liczb? liniy prostych AC, BC,

DC, sc
, Fe; summa wszyfikich k?tów ACB;

BCD, DCE, ECF, FCA, maiacych spólny wierz­

chedek w punkcie C, równa si? czterem k?tom
prof?vrn: gdv? przed?u?ywslJy którqkolwiek Iiniia

np. DC do H, summa k?tów RCA, ACB, BCD,
równa si? dwom k?tom prostym, i summa k?tów
RCF? FCE, ECD równa si? tak?e dwom k?tom
profiym, pod?ug wniofku drugiego.

.

17. Uwa?a? tu potrzeba, ?e kiedy dwa k?-
ty przylegle, fig. 6. ACE, ECB wa?? dwa k?ty
prof?e,' dwa ich ramiona AC j BC s? w jedney
linii; to ieft, AC ramie k?ta ACE, ieft przed?u- ,

?eniern CB r amicrria k?ta ECB. K?ty np. fig. 7.
ACO i DeF nie wat? dwóch k?tów proftych ,

chocia? le?? przy sobie, i maia spólny wierzcho­

?ek C: bo ramiona ich AC i CF nie s? w jedn?y
,

linii.

18. Gdy dwie liniie profle, fig. 8. AC, DC

przecinai?ce si? w punkcie C przed?u?one b?d? ,

pierwsza do B; druga do E; d wa k?ty ACD,
nCE maiace spólny wierzcho?ek C zowi? si? k?­
tami uJ wierzcho?/m przecicoleg?emi ,

ad oerticerrs

°Ppositi. K?ty ACE, DCB s? tak?e w wierzcho?­
ku

przeciwleg?e, gdy? obadwa maj? spólnv wierz­

cho?ek e, a ramiona iednego z nich np. k?ta AeE,

s<? przed?uieniem ramion drugiego k?ta DeB.

K?ty, fig. g. AeB, Fe E, lubo maia spólny wierz­

cho?ek e, nie s? iednak w wierzohol'ku przeciw­
leg?e: gdy? ramiona. iednego z nich nie s? prze­
d?u?eniem ramion drugiego.

.
l!). K?ty AGO, BCE, fig. 8. to fIJierzcho{­

tu przeciwleg?e, sq sobie rosone. Jako? summa

dwóch k?tów pr7.yJeg-ty('h ACO i ACE, równa s,i,:;
?
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dwom katom prof?vm ; podobnie? summa dWÓCH
katów przyleg?ych BCE i ACE równa si? dwom

katom prof?vm. VVil?C odiawszy o I obudwu summ

spóJny ht ACE, zofianie k?t ACD, równy k?­
towi BCE.

20. St?d wypada lód ?e przed?u?ywszy li­

nii? nc, fig. 10, która z linii? AR czyni dwa k?­
ty A.CO i BCD prof?e, przedl'u?enie icy CE u­

tworzy z drugie)' :(Irony linii AD dwa k?ty ACZ,
B,CE prof?e: gdy? k?ty te s? wierachoikiem prze­

ciwlegte keltom DCB, ACD prof?vm ;

sre. Ze kiedy Iiniia DE iefl proil:opadfa do

AB, wzajemnie te? i ,lilliia AB ief? proftopad?a do

DE: ho ?e Iiniia DE ieil: prof?opadia do AB,
idzie zatem, i? k?t ACD id! równ y k?towi przy­

}('gtemu BCD, i ?e obadwa te k?ty .s? profle

(15). Lecz ?e k?t BCD ief? proil:y. idzie za t?m

?e i kat ACE preciwleg ly wierzcho?kiem ieil: pro­

fty; wi?c k?t ACE= ACD, a tern samem liniia

AB ief? proflopad?'a do linii DE.

2 1. Mievsce trzema Iiniiami proil:emi okre­

?lone zowie si? tróykqtem, ?riangulurn, I tak, fig.
11. ACB ief? tróvkat : linii" AB, AC, BC prze­

ci?ciem swoi?m tworz ace tróvkat ,
zwa? h?dzie­

Ul" bokami, latera. Boki te S1.! oraz ramionami

tr?ech k?tów A, B, C. VV rróykacie zatem, o­

prócz powierzchni, sze?? rzeczy uwa?a? nale?y;

trzy boki i trzy k?ty.
22. Summa dwóch którvchkolwiek boków

tróvkata , up. summa dwóch _'hoków AC i BC,

wi?ksza ief] od boku trzeciego AB: gdy? Iiniia

prof?a AB iefl naykrótsz.a drog? od punktu A do

B (5), a t?m sarn-im krótsza ief? od BAC linii

??amaney z punktu A do B poprowadzon?y. Dla



c z ? s C l. 11

tey?e przyczyny summa dwóch innych którychkol­
wiek boków wieksza ieft od boku trzeciego.

25. Wzi?wszy wewn?trz tróvkata ACB,fig;
12. punkt od upodobania 'D, j do dwóch ko?ców

któregokolwiek boku, np. AB poprowadziwszy liniie

profle AD, BO: h?dzie summa dwóch innych ho­

ków AC, BC wi?ksza orl dwóch liniy AD, BD.

W?asno?? ta ieft wniofkiem tego, co?my powie­
dzieli wy?ey, (5). Mo?na i? okaza? sposobem
nast?pui?cvm :

Przedtu?ywszy Iirriia AD a? do przeci?cia si?
z bokiem CB w punkcie F, b?dzie w tróvkacie

ACF summa dwóch boków AC i Cfi' wieksza od

boku trzeciego AF; czyli wi?ksza od linii AD i

DF: gdy? hok AF Ikl'ada si? z dwóch tych liniy
AD i DF. Podolmie? w tróyk?cie BDF summa

dwóch. boków BF i Dl" wieksza ieit od holm

trzeciego BD; czvli, dla krótko?ci w tl'umaczeniu

si? u?y waiac fkróconvch znaków, w tróvkacie ACF

ieft AC + CF> AF; czyli AC + CF> AD + DF.

Podohnie? w troykacie BDF, ief] BF +DF > BD.

W oftatnich dwóch wyra?eniach dodawszy
f?rony odpowiadaiace sobie, b?dzie
AC + CF + BF + Dl" > AD + DF + BD; czyli
AC+CB+DF>AD+DF +BD: gr! ? CF +
BF=CB. Odia wszv poobudwu f?ronach DF, zo­

ftani(-? AC + CB > AD+ BD to ieR:: summa dwóch

boków AC i CH wi?ksza od dwóch liniy AD i

BD.
'

24. Twierdzrnie. Dwa tróykqty mog? przy-­
J?a? do siebie, a tern. samem s? sobie rbu/ne, !5dy
dwa boki i' k?t miedzv niemi zawarty w jednym,
rowne SCf: dwom bokom i /.;Cf:lowi mifldzy niemi za­

wartenut UJ drugim troykqcie.
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Dowodzenie. Niech b?d? dwa tróyk?ty, fig.
lS. ABC, abe w których bok AC = ac

,
bok

BC = be, i k?t C zawarty mi?dzy temi bokami

AC, BC równy k?towi e zawartemu mi?dzy bo­

kami ae, be; mamy okaza?, ?e bok AB = ab,

k?t A:::;= a, k?t B ;:::::: b, to ief?, ?e d. wa te tróyk?-
.

ty przyfian? do siebie.

Jako? wyf?:awmy sobie, ?e tróyk?t abc ieft

z mieysca swego oderwany i po?o?ony na tróy-,
k?cie ABC tak, aby punkt e pad? na punkt C, i

bok ?e poszed? po boku AC: w taki?ni po?o?e­
niu punkt a padnie na punkt A: gdy? bok ao

= AC z za?o?enia; bok be póydzie po boku BC:

gdy? kat e = C (12) punkt b padnie na punkt B:

gdy? bok be = BC. A gdy punkt a pad? na A i

punkt b pad? na B; wi?c i bok ab przyf?:anie do
.

b ku AB: gJy? przez dwa punkta A i Biedna

tylko liniia profla przeehodai? mo?e (6); a zatem

i k?ty a, b, przyf?:an? do k?tów A, B, (12) i ca­

fY tróyk?t abc przyf?:anie do troyk?ta ABC.

25. Uwa?a? tu potrzeha, ?e boki równe we

dwóch tróyk?tach le?? na przeciwko równych k?­
tów; i odwrotnie k?ty równe le?? na przeciwko
równych boków. I tak bok ab równy bokowi AB,

le?y na przeciwko k?ta c równego k?towi C; kat

b równy k?towi B le?y na przeciwko boku ac ró­

wnego bokowi AC i t. d.
.

26. Twierdzenie. Dwa tróyk?ty mogq do

siebie przyfla? , gdy dwa k?ty i bok przy nich

lezCf:cy w jednym, rbwne s? dwom k?tom i bobo ....

wi przy nich le? qcemu UJ drugim troykqoie .•

Dowodzenie.. Niech b?d? dwa tróyk?ty,jig.
15. ABC, abc, W których k?t A = a, k?t B =

}l, i bok AD = ab :; mamy dowie?d? ?e, bok AG
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= ue, bok BC = be, i k?t C = c, czyli ?e dwa te

tróyk?ty przyflan? do siebie.

VVyf?:awmy sobie, ?e tróyk?t abc ieft po?o­
?ony na tróyk?cie ABC tak, aby punkt a pad? na

A, i bok ab poszed? po haku AB; poniewa? dwa

te boki s? równe z za?o?enia, wi?c punkt b pa
....

dnie na punkt B: a ?e k?t a = A, wi?c bok ae

povdzie po boku AC (12), a tem samem punkt o

padnie na którykolwiek punkt linii AC. Podo­

bnie? dla równo?ci k?tów b i J?, bok be poy­
dzie po haku BC, a tern samem punkt c padnie
na którykolwiek punkt linii BC. A zatem punkt
c, który musi si? znavdowa? razem na dwóch li­

niiach AC i BC? padnie na spólne ich przeci?cie
C: wi?c tróyk?t abc przvf?anie do tróyk?ta ABC.

27. Twierdzenie. Je?eli we dwóch tróykq­
lach dwa boki iednego , s? równe dwom bokom ..

drugiego trbyk?ta, a k?ty mi?dzy temi bokami

nie sq rowne
, ten z bokQw przeciwnych tym nie­

równym k?tom iefl wif!ksiy ? który lely naprze­
ciwko wi?fkszego k?ta: i odwrotnie, ten z dwóch

k?tilw zawartych mit;dzy r?wnemi bokami we

dwóch tróyk?tach iefl wi?h:;y, który le?y na­

przeciwko wi,!kszego bobu,

Dowodeenie. Niech b?d? dwa tróyl;:?ty fig.
14. ABC, abc, w których bok AB = ab

,
bok Be

= be, a k?t B zawarty mi??zy dwoma piewsze­
mi wi?kszy ieft od k?ta b zawartego mi?dzy dwo­

ma drugiemi bokami: trzeha dowie?d? ,
?e bok

AC przeciwny k?towi B w tróvk?cie ABC, wi? e- ,

-kszy ieft od haku ac przeciwnego k?towi b w tróy­
kacie abc.

.

Po?o?ywszy tróyl;:?t abc na tróy k?cie ABC

tal" aby bok ab przyf?:a? do boku AB, haki ac
,

be wez m? albo takie po?o?enie, iak na figurze
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pod liczb? 1, "gdzie punkt c znavduie si? na b?

lm AC; albo takie iak na fig. 2, guzie punkt c

znavduie si? wewn?trz tróykata ABC; albo na­

:konicc takie, iak na fig. 3, gdzie punkt c znay:i
duie si? za tróvkatem ABC.

.

W lwszym przypadku bok AC widocznie ief?

wi?kszy od Ac, iako ca?o?? od swoi?v cz??ci: a

?e Ac = ac z wvkr??lenia , wi?c bok AC wi?kszy
ieft tak?e od ac.

W agim przypadku fig. 2. AC + Be > Ac

.+ Bc; (23) czyli AC + BC > Ac

+ BC: gdy? pod?ug za?o?enia bok Bc = bc=BC.

Odi?wszv po obudwu fironach BC, zofianie

AC> A e. A ?e Ac = ac
,

z wykre?lenia, b?dzie

wi?c AC> ac, to iefl
,

bok AC wi?kszy ieft od

boku ac.

W 3cim przvpadku, fig 3 w tróyk?cie "Ac D,

AD+De> Ac (22); Podobnie? w tróvkacie BDC

DC + DB> BC. Dodawszy firony odpowiadaj?ce
sobie, b?dzie AD + DC + De + DB > Ac + BC ;

czyli AC + Be> Ac + BC. (gdy? na figurzp AD

+DC=AC, De+DB=Bc) czyli AC+BC>
Ac + BC (gcl,? Be = be = BC z za?o?enia). 0-

diawsz y BC po obu. f?ronach
, b?dzie AC> Ac;

ezvli AC> ac : gdv? Ac = ac z wykrf.?lenia.
Odwrotnie. J e?eli we dwóch rrz \ katach ABC,

abc, fig. 14, bok AB = ab , bok Be
.

ue, a bok

AC> ae; b?dzie k?t B>b. Jako? gdyby k?t B

nie by? wi?kszy od k?ta b, by?by albo mu. ró­

wny, albo od niego mnievsz y. VV pierwszym przy­

padku dwa te tróyk?ty przyfta?yby do siebie (24)?
a tern sarnem by?by boli. ac = AC, co by? nie

mo?e, iako przeciwne za?o?eniu. W drugim przy­

padku by?by bok ae> AC pod?ug picrwsz.?y cz?­

?ci ninieyszego twierdzenia; co si? tak?e sprzeci-
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wia za?o?eniu, a t?m sarnem by? nie mo?e, Kie­

dy wi?c l,?t B nie mo?e by? ani równy k?towi
b, ani od niego mnieyszy, wi?c musi by? od

niego 'wi?kszy.
28. Twierdzenie. Dwa tróykCf:ty mog? da

siebie przyfiac, gdy trzy boki iednego, równe Set
trzem bokom drugiego troybqto.

Dowadzenie. Niech b?d? dwa tróyk?ty fig.
lO ABC, abc, w których bok AB = ab, bok AC

= ac, bok BC = bc; trzeba dowie?d? ze k?t A zxza;

k?t B = b i k?t C = c, czyli ze dwa te tróyk?­
ty przvflan? do siebie.

Gdyby np. k?t b nie by? równy k?towi B, te­

dy by?by od niego albo wi?ksz v albo mnieyszy.
VV pierwszym przypadku, poniewa? boki ab

,
be

tróvkata abc równe Si:!: pod?ug za?'o?enia, bokom

AR, BC tróyk?ta ABC, bok ac, przeciwny wi?­
kszernu k?towi b, by?by wi?kszy od boku AG

przeci wnego mnieyszemu k?towi B, pod?ug twier­

dzenia poprzedzai?cego; co by? nie mo?e
, gdy?;

pod?ug za?o? enia bok ae = AC.

W drugim' przypadku, gdyby k?t b by? mniev-s

szy od k?ta B; bok AC przeciwny k?towi B wi?­

kszemu, by?by wi?kszy od boku ac przeciwnego

k?towi b mnieyszemu (27); co bycli nie mo?e:

gdy?, pod?ug za?o?enia, bok AC = ae. Kiedy
wi?c k?t b nie mo?e by? ani wi?kszy, ani mniev­

szy od k?ta B; musi by? mu równy. Dwa zatem

tróvk?ty ABC, abc, w których dwa boki AB, Be

i k?t B mi?dzy niemi zawarty w jednym, równe

s? bokom ab
; be i k?towi b miedzv niemi zawar­

temu w drugim tróvk?cie, przvflana do siebie (24)'
29. Twierd. IF tróykqeie maiqcv m. dwa

b?ki równe
? kq/y przecisone bokom równym scz

rOUJne.'
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Dowod. Niech b?dzie tróyk?t fig. 15. ABC
w którym bok AC = Be; trzeba dowie?d?, ?e k?t
B'=A.

Podzieliwszy trzeci bok AC na dwie równe

cz??ci w punkcie D, i poprowadziwszy liniia CD;
w dwóch tróyk?tach ACD, BeD, bók AC 'pier­
wszego, równy icft bokowi Be drugiego tróyk?­
ta, pod?ug za?o?enia; bok AD pierwszego, równy
ieft bokowi BO drugiego tróyk?ta pod?ug wvkró­

?lenia; bok CD iefl: dla obudwu tróvkat.iw spól .....

ny: a zatem dwa te tróyk?ty prsyflan? ?do siebie

(28); a w sczególno?ci, k?t A przyfl:anie do k?ta
B; wi?c dwa te k?ty s? równe.

30. St?d w'ypada, ?e w tróvk?cie ACB, fig.
16 mai?cym wszvf?kie trzy boki mi?dzy sob? ró­

wne, wszvflkie te? trzy k?ty s? mi?dzy sob? ró­

wne: gdy? k?t A równy iest katowi B, dla ró­

wno?ci boków AC, BC; a ?e te? boki AB i AC

s? równe, wi?c k?t B równy iefl: k?towi C.

:3'1. Tróyk?t rnai?cv trzy boki równe zowie

si? równoboczny, aequilaterum i tróyk?t mai?­

cy dwa boki równe, zowie si? równoramienny,
aequicrurum albo isoscele ; tróvkat mai?cv trzy
boki nierówne , zowie si? ró1.noboczny, scale­

num.

'\tV tróyk?cie równoramiennym ACB fig. 15

trzeci bok AB zowie si? zwyczaynie podstaioq ,

basis ,
a k?t C przeciwny podf?awie nazywa si?

wierzcho?kiem tróyk?ta ,
oertex, VV innych tróY­

k?tach którykolwiek bok mo?na wzi?? za podf?a­
w?, a k?t mu przeciwny za wierzcho?ek.

Powy?sze zatem twierdzenie (29) mo?naby
tak wys?owi?: w tróykqcie równoramiennym kqty

przy podfiawie sq równe.
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52. Twierd. W irbykqcie maiqcy m dwa

l:qty równe, boki przeciwne kqtollL r(;wllym Set

równe.

Dowod. Niech b?dzie tróyk?t ABC; fig· 17;
w hórym k?t A = C; trzeba dowie?d? ,

'?e bok

Be = AC, czyli ?e tróyk?t ten ieil równorae­

rniennv.

Na okazanie tego, podcielmy bok trzeci AR

w punkcie F na dwie równe cz??ci, i poprowa­

dziwszy Iiniia CF, przedlu?my iq 00 D tak, aby
by?o UF = CF; poprowadzi wsz y potem Iinii? AD

i BO; w dwóch tróvkatach AFC, BFD., bok AF

= BF z wykre?lenia; bok CF = DF z wykre?le­
nia; i k?t AFC = BFD (19); wi?c dwa te tróY­
k?ty pr.lyftani? do siebie' (24); a w sz ególno?ci bok

AC = BD, i l,at FAC = FBO. A ?e k?t FAC

= FBC z' zatoz?nia, wi?c i k?t FBD

'

FBC.

Podobnvm ?e sposobem dowie dziem y przez pcy­
Hanie do siebie dwóch tróykatów CFB, AFD, ze

k?t FAD = FAC. Wi?c dwa tróyk?ty ACB,
ADB inaiace bok AB -spólny, i h?ty przy nim.

le??ce przy A i B równe, przyilrm? do siebie

(26); a w scz ególno?ci hok Be = llD: a ?e bok

BD = AC pod?ug dowiedzenia, wi?c i BC= AC?
33. St?d wypada: ?e ie?eli w tróyk?cie wszy­

ftkie trzy k?ty s? równe, b?d? te? i , ... szyf?kie
trzy- boki równe.

34. Twierd. "7 troy bqcie ro?nobocznyrn
bok Wit?8Zy, pr:;eciwny iefi coi?bszemu k?towi, i.

odwrotnie kilt wiC;i.:szy, przeciwny' iefl wi?kszemu;
bokowi.

Dowod. 1 bel Niech b?dzie tróvkat , fig 18.

ABC, w którym k?t CAD ieft wi?kszy od k?ta B;

tJ,'zehu dowie?d? ,
?e bok BC przeciwny wi?ksze=

la
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mu katowi CAB, ief? wi?kszv od boku AC prze­
ciwnego mnieyszemu k?towi B.

Z punktu A poprowadziwszy linii? AD tak,
ahy k?t DAB by? równy k?towi B, w tróyk?cie
równoramiennym DAD id!: bok AD = DE (32).
'\'V trójk?cie ACD ief] CD + A.D > AC (22); czy­
li CD+DB>AC: gdy? AD=DB; czyli CB>
AC; to iefl : bok CD przeciwny wi?kszemu k?to­
wi CAB ief? wi?kszy od boku AC przeciwnego
mnieyszemu k?towi B.

zre. \/V tróykacie ABC, w którym bok BC>
AC, b?dzie k?t CAB przeciwny wi?kszemu boko­
wi BC, wi?kszv od k?ta B przeciwnego mnieyszc­
mu bokowi AC.

Jako? gdyby k?t CAB nie by? wi?kszy od
kata B, hy?by albo równy k?towi B; albo od nie­

go mnievszv. Gdyby k?t CAB by? równy k?­
towi B, hok BC by?by równy bokowi AC (:12);
co si? sprzeciwia zaio?eniu. Gdyby k?t CAB by?
mnieyszy od kata B, hok BC przeciwny k?towi
(jAB mnieyszemu , by?by mnieyszy od boku AC

przeciwnego k?towi wi?kszemu, pod?ug pi?rwszev
cz??ci ninieyszego twierdzenia; co si? tak?e sprze­
ciwia za?o?eniu. Kiedy zatem k?t CAB nie mo­

?e by? ani równy k?towi B, ani od niego, mniey­
szy, musi wi?c by? od niego wi?kszy,

55. Dla dowiedzenia of?atnich trzech twier­

dze?, trzeba by?o bah AB, fil(. 15 i J7 dzieli? na

d wie równe cz??ci, i wykre?li? k?t DAB
, fig. 18

równy k?towi B. U.utwi? to naR?pui?ce zaga­
dnienia:

Zagadnienie. 1. Maiqc dane dwa punbta A
i B fig. 19, znale?? punkt trzeci, któryby od obu-'
cZwu by? 'UJ jednakowpy odleu?oeci.
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Rozwi?zanie. Z punktu A, promieniem ja­

kimkolwiek, byle wi?kszym ni? ief? po?owa odle­

glo?ci dwóch danych punktów, nakre?lmy luk

DE, a z punktu B tym?e samym promieniem na=

kre?lmy luk FG, który z lukiem pierwszym prze­
cina si? w punkcie C: punkt C ieft punktem szu­

kanym.
Uwaga. U wa?a? tu potrzeba, i? promie?

którym kre?limy dwa luki przecinaj?ce si?" po­
winien by? wi?kszy, ni? ief? po?owa odleg?o?ci
dwóch punktów danych: gdy? inacz ?v dwa ?uki

wykre?lone przeci??by ?i? z 'sob? nie n?OgIy, iak

s? np. luki de i jg.
36. Zagad. 2. Danq liniio prcfio. AB,jig;

20 podzieli? na dwie r?wne cz??ci.
Rozioiqz, Znayd?my, podlug peprzedsaia­

ccgo zagaclnienia, punkt C b?d?cy w jednakow?v

odleg?o?ci od obudwu kOl?CÓW dall?y linii AB;

podobnie? z drugi?y firony linii AB znayd?my
punkt D b?d?cy w iednakow?v odleg?o?ci od ty­
ch?e ko?ców. Punkt C z??czmy z punktem D

Iiniia prof?a CD, która dana Iinii? AB podzieli w

punkcie F na dwie cz??ci równe. Jako? popro­

wadziwszy liniie prof?e , AC, CB, BD, DA, dwa

tróyk?ty C AD, CBD, w którveh bok AC = CB

(35) bok AD = BD, a bok CD spólnv, przvflan?
do siebie (28), a w sczególno?ci k?ty przy C s?

równe. Dwa zatem tróvkatv ACF, BCF, w któ­

rych bok AC == BC, bok CF spólny i k<'.ty przy
C równe, przvf??n? do siebie (24), a w sczegól?
no?ci AF = BF. Wi«c liniia A:{3 w punkcie F

1?odzielona ief? .na dwie cz??ci równe.

37, Tym samym sposobem mo?naby linii?
AF i BP podzieli? na dwie równe oz??ci ,

a tern

?ame?n liniia AB bylaby podzielona na cz??ci ró-
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wnvch 4. Mo?nahy potem ka?d? czwart? cz???
linii AS podzieli? tym?e sposobem na dwie ró­

wne cz??ci ,
a zatem Iiniia AB hy?aby podzielona

na cz??ci równych 8 i t. d. Lecz sposób ten nie

ieft doftateczny do podzielenia linii dan?y na cz?­

?ci równych [), 5, 6 i t. d. Podamy na to spo­
sób ni?ey

58. Za gad. 3. Maiqc dane dwie liniie pl'O­
ste

,
znale?? ich spólnq miare.

Rozwiqz, Niech b?d? dwie lin:iie AB i CD

fig. 21: mnieysz? CD przenie?my na

'

wi?ksz? ty­
le razy, ile mo?na: daymy ?e Iiniia CD mie?ci si?
w linii AB trzy razy, pocz?wszy od A do E, i ?@

zcflanie cz??? EB; b?dzie wi?c
AB=3CD+EB. ,

Niech znowu Iiniia EB przeniesiona na liniia

CD mie?ci si? w ni?y cztery razy pocz?wszy od C

do F, i zoftaie cz??? FD; b?dzie wi?c
CD =L.I:EB+FD.

Podobnie? FD przenies.iona na EB, mie?ci

si? w niey raz od E do G, i zof?aie cz??? BG ;

b?dzie wi?c EB = FD + BG.

.Nakoniec BG przeniesiona na FD, mie?ci si?
W niey trzy razy zupe?nie: b?dzie wi?c

FD=3 BG. A zat?m

EB= FD + BG::-5 BG+BG= 4BG.

CD=4EB +FD =16BG+5BG=lgBG.
AB = scn + EB =57 BG +4BG=61 BG.

To ieft, Iiniia BG ief? spójn? miar
?

dwóch liniy
AB i CD: w, pierwsz?v bowiem mie?ci si? razy

61, w drugi?v razy 19; i dwie t? Iiniie AB, CD

s? do siebie iak dwie liczby 6l i 19.

Uwaga. Sposób ten szukania spóll1t:?y mia­

'Ty dWÓO}? liniv danych, zupe?nie iefl polobnv do

tego, który podnie Ary1mety k ?, gdy idz ie o zna-

, ,
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lezienie spóluego dzielnika dwóch liczh danych, z

t? tylk? ró?nic? ?
?e dwóch iakichkol wiek liczb

ie?eli nie inna iaka liczba, to prz.vnavmni?v ie­

dno?? ieft spólnvm dzielnikiem, czyli spólna mia­

r?; w szukaniu za? spóJney miarv dwóch liniy da­

nych trafi? si? cz?ftokro? mo?e, i? si? nigdy nie

dovdzie do takie y cz??ci pozofial'?v , któraby si? w

poprzedzaiacóv zupe?nie mie?ci.Ia
, cho?by dziafa­

nie to navdal?v posuni?te 11Y1'o. Na ten czas dwie

dane liniie nie mai? spóln?v miary, Liniic takie

i wszyflkie ilo?ci nie maiace spólney miary, na­

zywai? si? niespó?mierne, incommensurabiles.

59. Zagad. 4. Narysowa? trójk?t r6wny da­

nemu tr6yk?towi ABC fig. 13.

Rozwiq«. Poprowadziwszy liniia ab = AB,
z punktu a promieniem równym bokowi AC, kre­

?l? fuk; z punktn h, promieniem równym boko­

wi De, kre?l? ?uk drugi, z pierwszym w pun­

kcie c przecinaiacv si?: punkt c ??cz? z punktem
a i b, liniiami proftemi a-i , be, tróyk?t abt! ieil:

szukany: gdy? dwa te tróyk?ty mog? do siebie

przyfta? (28).
40. Zagad. 5. l1fai?c dany k?t A fig. 22,

wykre?li? k?t drugi równy danemu, ktbregoby:
wierzchotbiem. oy? punkt a na daney' linii ah.

Rozwi?z. Na ramionach danego k?ta A, bio­

r? dwa punkta C, D OlI upodobania, i r?cz? ie

Iiniia proil? CD. Na linii ab, wzi?wszy ad = AD,
z punktu a promieniem równym linii AC kre?l?
Iuk ; z punktu d promieniem równym linii CD kre­

?l? drugi luk z pierwszym w punkcie c przecina­

j?cy si?; punkt przeci?cia c ??cz? z punktem a

linii? ac; kat cab ief? szukany: gdy? poprewa­

?ziwsz,y linii? profl? cd, dwa -tróyk?ty cad, CAD
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przyflan? do siebie (28), a W sczególno?ci k?t
a=A.

41. Zagad.. 6. ]JIaiqc dane dwie llniie pro­

fie na dwa boki tróykqta, i k?t maiqcy by? rnie-:

dzy temi bokami zawarty, narysowa? tróykqt.
Rozwi?z. Nakre?liwssy k?t równy danemu,

maiacv za ramiona dwie dane linii e, i ko?ce tych
ramion z??czywszy linii? prof?? , b?dzie tróyk?t,
szukany (24).

42. Zagacl. 7. Maiqc dan? liniia profi? i

dwu k?ty, wyrysowa? tróykqt, w leto,:ymby dwa

leqty i bok im przyleg?y by?y równe dwom da-

nym Eqton» i dandy linii.
•

Rozcoiqz, Poprowadzi? liniia równ? dan?v ,

i przy obudwu iey ko?cach wykre?li? dwa k?ty
równe danym, i maiace za ramie spólne Iinii?
dan?; drugie dwa ramiona tych k?tów przed?u­
?ywszy, póki si? z sob? nie przetn?; b?dzie tróY­
k?t szukany (2(i) .

. 43. Zagad, 8. 1l1aiqc dane trzy llniie Tut

,trzy boki tróykqta, narysowa? tróyle?t.
Rozwiqz. Poprowadziwszy linii? równ? któ­

reykolwipk z trzech liniy danych, i wykre?liwszy
na nip.y tróyk?t , daiqc mu dwa drugie boki równe
dwom pozof?a?ym Iiniiorn danym, b?dzie tróyk?t
szukany (28).

Uwaga. Poniewa? w tróvk?cie summa dwóch

boków iAf!: vi?ksza od trzeciego, (l)' Zagadui e-

(l) Prawda ta wart. 22 prr.ytcczona iako wniosek te­

go. co?my wyzey (5) o Iiui iach profiych i z?ama­

nych powiedz.iel i
, mo?e by? teraz naf??pui?cyrn

sposobem okazana,

W tróyk?cie ACD
• .fig. 18, summa dwóch kt,.J­

rychkolwiek ?okow, np. summa dwóch boków
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nie to w ten czas tylko mo?e hy? rozwi?zane, kie­

dy ka?da z danych Iiniv mnieysza ief? od dwóch

innych razem wzi?tych.
44. Zagad. 9. ?J7y"kre?li? trbykqt r?wno-:

ramienny, ma??c dana liniiq Tut podstaare i kqt
maiqcy by? przy niey ; albo tez maiqc dany k?t
przy wierzcho?ku i ieduo ramie.

.

Rozwiqe W pierwszym przypadku popro-­

warlziwszy Iiniia równ? dan?v i przy obudwu iey,
ko?cach nakre?liwszy dwa k?ty równe mi?dzy so?

h? i k?towi danemu; ramiona tych k?tów prze­

d?u?am póki si? z sob? nie z eyd? , b?d? mia? tróy­
k?t szukany (52).

W drugim przypadku, nakre?liwszy k?t ró­

wny danemu, dai?c mu za ramiona liniie równe

ramieniu danemu; ko?ce tych liniy z??czywszy li­

ni? prost?, b?dzie tróyk?t szukany (29).
45. Zagad. 10. Na dandy linii wyfiawi?

tróykqt równoboczny. ?
.

Rozwiqz, Na dan?y linii wykre?liwszy tr6y-
k?t, dai?c mu dwa inne boki równe linii dan?y ,

tróyk?t ten b?dzie szukany.
46. Zagad. II. Dany k?t A fig. 22 po­

dzieli? na dwie rbume czesci.

Rozwiqe, Na ramio?ach k?ta danego wzi?­

wszy AF = AE, i z punktów F, E iakimkol wiek

CD i AD, iefr wi?ksza od boku trzeciego AC;

Jako? przedtu?ywszy hak CD do B tak, aby by-
10 I?:?:- AD, i punkt B ?:l?czywszy z punktem.

? lm?l? protl? AB; w tróyk?cie AB.C k?t BAC

len Wi?kszy od k?ta B równego k?towi BAD (19!'
który ieil cz??ci? k?ta BAC; a tern samem bok

CB > AC (34), czyli CD + DB> AC, czyli CD

:+AD> AC.
.1
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promieniem nekre?liwszv dwa Iuki w punkcie B

przecinai?ce ? si?, prowadz? Iiniia AB; Iiniia
,

ta

podzieli k?t A na dwie równe cz?sci : gdy? po­

})rowadziws,zy Iiniie BF, BE, dwa tró)h?ty ABF,
ABE mar? bok AB spólny; bok AF = AE i bok

BF = BE z wvkr e?lenia: wi?c dwa te tróyk?ty
przyfram? do siebie (28); a w sczególno?ci kc!t BAl"

=BAE.

A zatem dany kat mo?na podzieli? na cz??ci

równych 4, 8, 16 i t. d. dziel?c ka?d? polow? na

dwie równe cz??ci.

R O Z D Z I A ? III.

o Liniiach profiopo dtych , pochylych l, rotono

odlegtych,

47. Twierd. Ze wsz yfllcich liniy proflvch ,

Jig. 25. które z punktu C wzi?tego za Iiniia AB

do tey linii prowadzi? mo?na, navkrótsza icf? pro­

fropad?a CD; inne za? liniie Ci\., CF, CI3 i tym I

podobne, które zwa? b?dziemy pochy?erni ,
obli­

qlt(E, tern s? d?u?sze, im si? bardzi?v oddalaia

od punktu D, w którym proftopacUa przecina si?
z Iiniia AR, i który· zwa? b?dziern y spodkiem
profropad?ey; i te tylko mi?dzy pochylenii s? so­

bie równe, które s? równie od spodku proftopa­
{He y oddalone.

Dowod, l ód Przed?u?ywszy CD do E tak,

aby bylo ED = CD, i poprowadziwszy linii? FE;
w dwóch tróykatach CDF, EOF bok, CO = ED

z wykre?lenia, bok FD spólny , k?ty pr?y D mi?­

dzy te mi bokami zawarte równe jako prof?e, (14)
wi?c dwa te tróyk?ty przyftun? do siebie pod?ug

•
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tw?erdzenia l wszego o przystawaniu tróyk?tów
(24), a w sczególno?ci bok FE = FC. '''tróY­
k?cie CFE iest

CF + FE> CE (22); czyli
CF + FE> CD + ED, czyli
CF + CF> CD + CD. (gdy? FE = CF zdo­

wiedzenia, ED. CD z wykre?lenia), Czyli
2CF > 2CD; wi?c,

CF > CD: to ief?
,

iakakolwiek pochy?a CF

wi?ksza ief? od prof?opad?'?v CD, a tern samem

proflopad?a ieft naykrótsza.
zre Wzi?wszy AD> FD, b?dzie pochy?a AC

bardz i?y od spodku proflopad? ?y oddalona wi? ....

ksza, ni? ieft pochvfa FC. Na okazanie, ?e po­

chy?a pierwsza ieft wi?ksza od drugie y , popro­

wad?my linii? AE. Dwa tróyk?ty CAD, EAD,
W których bok AD iefl spóln y, bok CD = ED

z wykre?lenia, i k?ty przy D mi?dzy temi boka­

mi zawarte równe iako profle " przvflan? do sie­

bie pod?ug twierdzenia pierwszego o przyftawaniu
. tróyk?tów; a w scsególno?ci AC = AE. 'V tróy -

k?cie CAE iefl

AC + AE> FC + FE (23); czyli
AC + AC> FC + FC: gdy? AE = AC, FE

= FC z dowodzenia; czyli 2AC> 2 FC: wi?c

AC> FC: to ieft: pochy?a AC bardzi?y od

spodku D proftoparHey CD oddalona, wi?ksza ieft

od
pochy?ey FC mni?y od tego? spodku oddalo-

ney. .

3cie VVzi?wszy DB = DF, i poprowadziwszy
liniie CB, CF, dwie te pochy?e równie od spod­
ku prof?opad? ?? oddalone, b?d? równe. Jako?

w dwóch tróyk?tach CDB, CDF bok CD ief?

spólny, bok DB = DF z za?o?enia ; k?ty przy D

mi?dzy temi bokami zawarte równe iako prof?e :

i}
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wi?c dwa te tróy'k?ty przyHan? do siebie, a '\'?

sczególno?ci CF = GB: to iefl
,

dwie pochy?e ró­

wnie od spodku proflopadt?y oddalone s? równe,

48. lf/niosLi. St?d wypada lód. Ze dwie linii e

pochy?e z jednego punktu do linii trzeci?v popro­

wadzone, ie?cli sobie s? równe, nie mog? obie­

dwie znaydowa? si? z jedn?v f?ronv prof?opad l?y
CD; lecz iedna z nich musi znaydowa? si? ze

fl:rony A, druga ze flrony B, w równe)' odlegle­
?ci od spodku profl:opadl?y.

4??. sre Ze z punkt n C do linii prof??v AB

nic mo?na poprowadzi? trzech liniy równych mi?­

dzy sob?: gd)'? dwie z nich musia?yby znaydo­
wa? si? z jedney f?rony proHopad?ey CD; co by?
nie mo?e.

po. 3cie. Ze ze ?rodka D linii AB fig. 24,

wyprowadziwszy prof?opad?'a CD do linii AB,
ka?dy punkt wzi?ty na b?y prostopad?'?y np. punkt
F ieH w równ?v odleg to?ci od obu dwu ko?ców

linii AB: gdy? poprowadr,iwszy linie pochy?e FA,
FB, pochy?e te s? sobie równe (4'7). Ka?rlv za?

punkt wzi?ty za t? proHopad?? np. punkt E nie

ieH w równ?v odleglo?ci od ko?ców A i B linii

AB: gd}? poprowadsiwssy liniie EA, EH, w tróy­
k?cie BFE.

BF + FE> EE (22) wi?c
AF + FE> EB: gdy? AF = BF z dowodze­

nia; czyli AE > EB ; to ief?, odleg?o?? punktu E

od punktu A jcH wi?ksza, ni? od punktu B.

51. Prof?opad ?a z punktu C do linii AB

spusczona, iako navkrótsza ze wszvf?kich liniy
któr-e z tego? punktu do linii AB mog? hy? po­

prowadzone, oznacza prawdziw? odje g?o?? pun­

lo-tu C od linii AR Przeto te? proflopad?'a 'l. p,Ul\-
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ktu iakiego do dan?v linii spusczoria , zowie si?

odleg?o?ci? tego punktu od daney linii.

52. Twierd. Dwa tro)'k?ty ABC, abc,jig.
2&. Ul których k?ty A i a s? profiei boki tym k?­
tom przeciwne BC i be równe, i boki tvm?e k?­
tom przylegle AC i ac r?wne

, mog,!: pr?)'jia? da

siebie.

Dowod. Dwa te tróvkaty przyfia?yhy do sie-:

bie
, gdyby bok trzeci ub hy1 równy bokowi trze­

ciemu AB. Daymy?, ie?eli by? mo?e, i? ieden

z nich np. AB ieft wi?kszy od ab
,

i ?e [iniia AP

mnieysza. od AB, ieft równa hokowi ab. Poprc-­

wadziwszy lin.ii? CF, w dwóch tróyk?tach ACF,

acb, bok ?.C = ac z za?o?enia; bok Al" == ab z

przvpuszczenia ; k?t A = a, ho s? obadwa prof?e:
wi?c dwa te tróyk?ty przyfta?yhv do siebie (24),
a w sczególno?ci bok CF by?by równy bokowi cb ;

a ?e poding za?o?enia cb = CB; wi?c i Iiniia CF;

by?ahy równa CB; co by? nie mo?e: gdy? po­

chy?e te obiedwie znavduia si? z jedney ftrony
prof?opad ? ?v CA (48), a zatem z dwóch boków

AB i ab nie mo?e by? ieden od drugiego wi?.:....
l,

szy! wi?c boki te s?" sobie równe; a tern samem

tróykc1ty ABC, abc przvf?an? do siebie (28).
55. Zagad. Z punktu D danego na linii pro-:

{lej' AB, fig. 2EL wyprowadzi? profiopad?o do

tey linii. ,

Rozwi?z. Wzi?wsz.y DF == DB, i z punktli
B i F jakimkolwiek promieniem nakre?liwszy dwa

?uki w punkcie C przecinaiace si?, punkt C ??­

cz? z punktem D linii? proft? CD: ta liniia ieil

SZli kalla: gdy? poprowadzi wsz y liniie CB i CF,
w dwóch tróyk?tach CDB, CDP hok CD ieft spól­
ny; bok DB = DF z wykre?lenia; bok BC=CI'?
Vl'i?c dwa te tróyk?ty przyftan?. do siebie (28) 1
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a w sczególno?ci k?t CDB = CDF: wi?c k?ty te

s? profl.e (13); a t?m samem liniia CD ief? pro­

f?opad?'a do linii AB.

54. Zagad. Z punktu C danego za liniiCf: AB

fig. 27. spu?ci? proflopadlCf: do tey linii.

Rozwiqz. Z punktu C promieniem iakim­

kolwiek, byle wi?kszym ni? ieft odleg?o?? pun­
ktu tego od linii dan?v , kre?l? luk przecinaiacv
linii? AB w punktach B i F; z drugie y ftrony li­

nii AB znalaz?szy punkt G rów nie od punktów
B i F odleg?y (35), punkt C z punktem G ??cz?
linii? prof?? CG, która linii?.AB przecina w pun-'
kcie D: Iiniia CD ieft szukana: gdy? w tróvka­

tach CBG, CFG bok CG ief? spólny; bok CB =

CF, i BG = FG z wykre?lenia: wi?c d wa te tróy­
.:k?ty przvflnn? do siebie (28), a w sczeg?lno?ci k?­
ty przy C s? równe. W dwóch tróyk?tach CDB,
CD,F, bok CD ief? spólny; hok CB = CF

,
i k?­

ty przy C równe; wi?c dwa te tróyk?ty prz.yf?a­
n? do siebie (24), a w sczególno?ci k?ty przy D

s? równe, a t?m sam?m liniia CD ieft prof?opa­
dla do linii AB (13).

55. lf/nioski. St?d wypada lód, ?e z pun­

ktu C danego za .Iinii? AB, nie mo?na spu?ci?
wi?c?v proflopad?ych do b?y linii, tylko iedn?
CD: gdy? Iiniic pochy?e CB i CF iako sobie ró­

wne, powinny by? równie oddalone od spodku D

prof?opadd?y CD (48);. ? zatem proilopar??a do li­

nii AU z punktu C spusczona powinna prg echo­

dzi? przez ?rodek D linii BF: a przr-z dwa 'pun­
lita C, D ie dna tylko liniia prof?a przechodzi?
mo?e (6). Dla t?y?o przyczyny z punktu D da­

nego na linii AB nie mo?na wvprowadz i? wi?­

cey pro:f?:opad?ych do t?y linii
, tylko iedn? CD.
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I &6. zre. Dwa tróyk<?ty ABC, abc, fig. 25.

w których katy A i a s? prof?e ,boki tym k?tom
przeciwne BC i be równe, i k?ty B i b równe,

przyftan? do siebie; gdy? po?o?ywszy tróyk?t abc

na tróyk?cie ABC tak, aby }{?t b przyfta? do k?­
ta B, i bok ab poszed? po AB, bok be przyfta-l
nie do boku eR i punkt e padnie na punkt C,

gdy? dwa te boki s? sobie równe: gdyby bok ac

nie prz)fta? do boku AC, lecz wzi?? odmienne

polo?enie , natenczas z punktu C, mo?nabv Ly­
lo do linii AB poprowadzi? dwie proftopad?e, ie­

dn? b?d?c? ramieniem k?ta proftego A, drug?
b?d?c? ramieniem k?ta proftego a; co by? nie

mo?e (55).
57. Scie Z h'go te? twierdzenia wypada, ?e

dwie linii e
, fig. 28. CH, FI, proftopadle do trze ....

ciey linii AB, nigdy si? z sob? nie zevd ?,
cho?­

by te? navdal?y byty przedlu?onc ,
tak w gór? ku

x, iako te? na dó? ku y: bo gdyby si? z sob?

zesz?y, z punktu ich przeqi? cia si? mo?naby hy­
?o spu?ci? dwie prof?opad?'e do linii AB; co by?
nie mo?e (55).

58. Dwie Iiniie profle na iedney?e p?asczy­
znie poprowadzone tak, ?e si? z sob? zey?? nie

mog?, cho?by navdal?v hyty przed?u?one, zo-,

wi? si? rbwnoodlegte , p aralelite, A zatem dwie

Iiniie proftopad?e do trz eci?y s? od siebie ró­

wnoodleg?e: gdy? si?'/., sob? zey?? nie mog?, cho?­

hy naydaIey by?y przed?u?one.
59· L(>cz ie?eli liniia IK z Iiniia AB two­

rzy k?t AIK mnievszv od prof?ego CHB, liniie

te, IK pochyla i CH proi1opad?a do AB zevdz ie

si? powy??y linii AB, gdy' obied wic doflatecznic

b?d? przcdl'u?one: ie?eli za? liniiu IL, z Iinii? AR

tw'orzy kat AIL wi.?kz.y ocl proflego CRB, dwie.
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te liniie lL pochy?a i CH proflopadlu do AB zer-
.

d? si? z sob? poni? ?y linii AB, gdy obie d wie do­

fl:atecznie b?d? przed:tu?one. W?asno?? ta Iiniy
tak ieft sama prz e l si? widoczna, ?e ?adnego do­

wodzenia nie potrzebuie.
60. Wnioski. Stad wypada lód, ?e gdy z dwóch

liniy iedna ief? profl:opadla do trzeci?y, a druga
tworzy z trzeci? k?t ostry lub roztwarty; dwie

pierwsze liniie dofl:atecznie przed?'u?one , zevd?

si? z sob? z jedn?y lub drugi?v fl:rony linii trze­

ciey.
6 I. zre Ze gd y d wie liniie DH, Gl s? pro­

ftopacHe do trzcci?y AB, ka?da liniia
,

iak iest np.

DG, prostopadla do iedn?y z nich, jest razem i do

drugi?y prostopad??: bo gdyhy Iiniia DG pl'O­

stopad?a do DH w punkcie D, nie by?a prosto­

padfa do linii Gl w punkcie G; k?t G by?by o­

stry lub roztwarty, a tern samem d wie liniie DH,

Gl, z których pi?rwsza tworzy z Iiniia DG k?t

prosty, druga z t? sam? Iinii? DG tworzy k?t o­

stry lub roztwarty, ci wie mówi?, te Iiniie dosta­

tecznie prze dl'u?one
, zes:z.1) by si? z sob?; co by?

nie mo?e : grlyz obiedwie podtug zalo?enia
, s?

prostopad?e do linii trzeci?y AB.

62-. 5cie Ze d wie liniie AB, CD fig. 29. ró­

wnoodleg?'e od trzeciey EF
,. s? tak?e i mi?dzy

sob? równoodleg?e : gdy? poprowadziwszy liniia

GH prostopad?? do EF, linii a AB iako równole­

g?a od EF, b?dzie tak?e prostopad?? do GH; i

Iiniia CD iako równoleg?a od EF, b?dzie prosto­

padla do GH: a zatem dwie liniie AB, CD, pro­

stopad?'e do trzeci?v GB, s? od siebie równole­

g?e (58).
65. 4te. St?d nakoniec wypada, ?e gdy d wie

liniie EH, FG fig. 50. s? prostopad?e, piórwsza
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do linii AC, druga do linii BC przecinai?c?y si?
z linii? AC w punkcie C; dwie te prostopad?e EH,
FG zeyd? si? z sob?, gdy b?d? dostatecznie prze­

d?u?one : gdy? inacz?v by?yby od siebie równole­

g?e (58); a ?e iedna z nich np. FG iest prosto­

pad la do CB, wi?c i druga EH by?aby tak?e c?o

eB prostopad?a: d wie zatem liniie AC, Be z je­
dnego punktu e wyprowadzone by?yby do iedney­
ile linii EH prostopad?e, co by? nie mo?e (55).

64 .
..t. Twierd. Gdy dwie liniie fig. ih. AB,

CD przeci?te od trzeciey BP, twor za z nia da/a

kqty AGP, CHP równe; linile te ./iB, CD s? od

siebie równolegle; i odwrotnie

Dowod. Podzieliwszy linii? GH w punkcie
I na dwie równe cz??ci, i przez punkt I popro­

wadziwszy linii? KL prostopad?? do AB; w dwóch

tróyk?tach LGI? HIK, bok Gl = HI z wykre?le­
nia; k?ty przy I równe (19); k?t KHI = CHF,
a k?t CHF = AGI" z za?o?enia; wi?« i k?t AGF

czyli LGI = KHI; a zatem d wa te tróyk?ty przy­

stan? do siebie (26), a w sczególno?ci k?t GLI

= HKI: a ?e k?t GLI iest prosty z wykre?lenia,
wi?c i k?t HKI iest prosty, a tern samem liniia

CD iest prostopad?a do KL; ?e za? i liniia AB

iest prostopad?a do KL z wykre?lenia, wi?c dwie

te, Iiniie A.B, CD :prostopad?e do trzeci?v KL s?

rownoleg?e (58).
Odwrotnie. Gdy dwie linii e AB, CD od sie­

bie równolegte przeci?te s? od trzecie y linii EF;

k?ty AGF, CHF b?d? sobie równe. Gdy? po­

dzieliwszy Iinii? CH w punkcie I na dwie równe

cz??ci, i pr?ez punkt I poprowadziwszy linii? KL

l)rostopad?? do linii AB, a tI?m samem i do linii

CD równolegi?y od AB; ,w dwóch tróyl;:?tach
LGI, HKI, k?ty przy I, s? równe; k?t GLI=HKI,
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1)0 s? obad WLl proste; bok Gl =HI z wvkr??lenia,

wi?c dwa te tróvk ?ty przystan? do siebie (56);
a w sczególno?ci k?t LGI = KBI: a ?e k?t
KHI = CHF, wi?c i k?t LGI, czyli AGF=CHF.

65. Poniewa? w dalszym ci?gu Jeometryi:
cz?sto wypada u?ywa? liniy równoodlegl'ych; dla

?atwi?)'szego t?umaczenia si?, ponadawano scze -

gólne nazwiska k?tom utworzonym przez dwie li­

niie równoodleg?e przeci?te od trz eciey , któr?
z.wa? b?dziemy siecen? , secans.

I tak k?ty zawarte mi?dzy równoleg?emi AB,
CD fig. 3'2. i cz??ci? GH sieczn?v EF, zo wia si?
weionetrzne , interni : iakie s?? AGF, CIlE, BGF,
DHE.

K?ty zawarte mi?dzy równolegl'emi i cz??cia-.
mi EG, HF sieczn?v EF, zowi? si? l,?ty ze(VTlf!­

trzne , externi, iakie s?: AGE, BGE, CHF, DHF.

K?ty le??ce po icdn?y stronie sieczn?y ,
zo­

wi? si? iednostronne, ad eundem partem positi;
i tak k?ty AGE, AGF, CHE, CHF z jerln?y stro­

ny sieczn?v le??ce, s? iednostronne : podobnie?

k?ty BGE, BGF, DHE, DHf le??ce z drugiey
strony sieczn?y , s? tak?e ieduostronne.

Dwa k?ty iednostronne, iak s? np. l;;?ty ORF,
AGF, których ramiona rozchodz? si? w t? sa m?

stron? , zowi? si? k?ty iednostronne odpowiada­
iqce sobie, oorrespotulentee, K?ty AGE, CHE'

s? tak?e iednostronne odpowiadai?ce sobie: to?

mówi? O k?tach BGE, DHE, i o k?tach DRF,
BGF.

Dwa k?ty jednostronne AGF, CHE, tudzie?

BGF, DHE, zowi? si? iednostronne wewn?trzne.
Dwa k?ty iednostronne AGE, CHF, tudzie?

llGE: DHF, zowi? si? iednostronne zewn?trzne.
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D';Va k?ty, których ramiona rozchodz? si? w

firony przeciwne, zowi? si? k?ty naprzemian le­

g?e wewn?trzne lub z e wnetrzne alterni : i tak dwa

k?ty AGF-, DHE, s? hAty naprzemian-Ieg?'e we­

wn?trzne; to? mówi? o dwóch k?tach CHE, HGF.

Dwa k?ty CHF, BGE; s? k?ty naprze mian-leg?e
zewn?trzne; to? mówi? o k?tach AGE, DRF .

. 66. Stosownie do tych nazwisk powy?sze
twierdzenie takhv mo zna wys?owi?: gdy dwa kq':'"

ty AG]i, C.HP, iednofironne otlpowiadaiqce Sct

równe; dwie lini?e AR, CD sq od siebie równo­

legle: i odwrotnie gdy dwie liniie AR, CD sq

od siebie rownoleg? e : dwa JJ.ctty AGP
l CHP;

iednofironne odpowiadaiqce Scf: sobie równe.
,

67' Twierd. Gdy dwie' lini?e AR, CD, od

siebie r6wnoodlegle przeciete s? od trzeciey BP,

bfjdq i ód
, .kqty iednofironne odpoaiiadai qce so­

bie r?wne ; zre KCf:?y napreemianleg? e 1.I?ewn?trzne
rowne ; 3cie k'lty naprzemianlegle zewn?trzne 1'0:­

wne; 4te K?ty weumetrzne iednofironne r?wne

dwom bqtom. profirm f 5te k?ty zewn?trzne iednc-­

fironne równe durom. k?tom profirm : 6te gdy
którakolwiek z tych pi?ciu. w?asno?ci iefl dowie­

dziona, mo?na b?dzie dowie?d? i i,!nych czterech,

" Dowad. Co do l. Równo?? k?tów iedno­

?tronnych odpowiadai?cvch sobie AGF, CH,F,

?e? okazan? vyyzey, (64). Po okazaniu za? równo­

SCI tych k?tów, ?atwo ieft dowie?d? równo?ci in­

nych k?tów iednostronnych odpowiadaj?cych: I t?.k
bior?c np. dwa k?ty odpowiadaj?ce. sobie DHF,

B?F lig. 32; k?t CHF z k?tem DHP wa?? dwa

k?ty prof?e ? bo s? przyleg?e. K?t AGF z k?tem
RGF wa?? dwa k?ty prof?e ,

dla tey?c przyczy­

ny. Wj?c,
CHF + DHF :::::: AGF + BGF,

,

'5
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w t?m równaniu odi?wszy z jedn?v strony k?t
CHF, a z drugi?v k?t AGF, które sobie s? równe,
zofianie DHF = BGF.·

Podobnie? dwa k?tv
:

iednoftronne odpowia­
dai?ce BGE, DHE s? równe: gdy? s? przeciw­
leg?e w wierzcho?ku (19) k?tom AGF, CHF, któ­

rych równo?? ieft dowiedziona. Dla tey?e przy­

czyny i k?ty CHE, AGE s? sobie równe, iako

przeciwleg?e w wi?rzcholku k?tom DHF, RGF.

równym z dowiedzenia.
'

zre. K?ty naprzemianleg?e wewn?trzne AGF,
DHE, s? sobie równe: gdy? k?t
AGF = CHF (66).
DHE = CHF iako wierzcho?'kicm przeciwleg?e:
wi?c AGF =DHE.

Podohnym?e sposobem 'dowie?d? mo?na ró­

wno?ci drugich dwóch k?tów na przemianleg?ych

wewn?trznych CHE i RGF.

?Je?e K?ty na przemianleg?e zewn?trzne CF

i RGE s? równe: gdy? k?t
(jHF = DHE (19)
BGE = DHE iako jednostronne odpowiadaj?ce ?

wi?c CHF = BGE.
.

Tym?e sposobem okaza? mo?na równo?? dru-,

gich dwóch k?tów na przemianleg?ych zewn?­

trznych DHF, AGE.

4te K?ty iednoftronne wewn?trzne AGF,
CHE waz? dwa k?ty proste: gdy? k?t AGF +
AGE = dwom k?tom proftym (13), a ?e k?t AGE

= CHE, iako iednof?:ronne odpowiadai?ce ; wi?c
AGF + CHE = dwom k?tom proftym.

To? mówi? o drugich dwóch k?tach iedno­

ftronnych wewn?trznych BGF, DHE.

5te K?ty iednostronne zewn?trzne AGE,

I
CHF równe s? dwom k?tom prof?ym : gdy? k?t
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AGE + AGF = dwom k?tom profl:ym (15). A ?e

k?t AGF = CHF (66) wi?c
AGE + CHF = dwom k?tom proflym.

To? mówi? o k?tach BGE, DHF.

6te Naoftatek, gdy którakolwiek z tych pi?­
eiu w?asno?ci ieft dowiedziona, mo?na b?dzie do­

wie?d? innych czterech, i liniie AR, CD b?d?

równoleg?'e. Bo ie?eli np. równo?? kc?tów iedno­

ftronnych odpowiadai?cych sobie iefl dowiedzio­

na, liniie AR, CD s? równoleg?e, iako?my to iu?

okazali wy?ey. "

Je?eli k?ty naprzemianleg?e wewn?trzne AGF,
DHE s? równe, b?dzie k?t CHF = DHE; a za­

t?m i k?t AGF = CHE: wi?c d wie liniie AB, CD

s? od siebie równoleg?e (6G).
Je?eli k.:?ty napr-acrnianlcgfe zewn?trzne CHF,

BGE s? równe, b?dzie kat nGE = AGF (19),
a zatem i k?t CHF = AGF; wi?c dwie liniie AB,
CD s? od siebie równolegle (66).

Gdy k?ty iednoilronne wewn?trzne AGF,

CHE s? równe dwom k?tom prof?vm; b?dzie

CHE + CliF = dwom k?tom proftym (15), a ?e

z za?o?enia

AGF + CHE = dworu k?tom proflym; wi?c
CHE + CHF = AGF + CHE.

W t?m równaniu odi?wszy po obudwu fl:rc­

nach k?t CHE, zoflanie CHF = AGF; wi?c li­

niie AR, CD s? od siebie równologfe.

,Gdy katviednof?ronne zewn?trzne AGE, cur
•

16? rowne dwom k?tom proflym, h?dz ie AGE

+ AGF == d worn k?tom proflym (15): a ?e z za­

?o?enia '

AGE + CHF = dwom k?tom proflym; wi?c AGE

+ AGF == AGE + CHF.
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,;y tern równaniu odiawszv AGE po obudwu

Ilronach
, zofianie AGF = CHF: wi?c Iiniie AD,

CD s? równoodleg?e.
6tL Zagad. Przez punkt C wzi?ty za linii?

dano AE) fig. 33. poprowadzi? rbwnoleg? q. od

ifly linii.

Rozwi?z. Z punktu C prowadz? linii?fCD,
ktoraby si? z linii? AB przecina?a pod iaki:rflkol­

wiek k?tem CDB. Na linii CD przy punkcie C

kre?l? k?t DeF = CDB. Liniia EF b?dzie szu­

kana: gdy? k?ty CDB, DCF wewn?trzne napr:re­
mian leg?e s? równe.

69. Zagad. Przez punkt C wzi?ty za liniiq
AB fig. 34. poprowadzi? linii? CB kt6raby z cla­

nq liniiq AB czyni?a k?t BBC równy danemu.

Rezwiq«, Przy punkcie którymkolwiek A

wzi?tym na dan?v linii AB, kre?l? k?t DAB ró­

wny danemu, i przez punkt C prowadz? lini? CE

równoleg?? od AD', a? do przeci?cia si? z Iinii?
AB w punkcie E: k?t BEC ieft szukany.

. 70. Twierd. Dwa k?ty ACB, ach) fig. 35.

kt6rych ramiona AC i ac, tudzie? BC i be SCf:

mi,;dzy soba r6wnoodlegle, i rozchode? sil! w je­
dne firone , SCf: sobie rbume.

I

Dowod. Przed?u?ywszy ac a? do przeci?cia
si? z ramieniem CB w punkcie D; b?dzie k?t AC

= aDB, bo s? iednof?ronne odpowiadai?ce sobie

wzgl?dem sieczn?y CB i dwóch równoleg?ych AC

i aD: k?t aDR = acb
,

bo s? iednoftronne odpo­

wiadaj?ce sobie wzgl?dem sieczn?v aD, i dwóch

równoleglych DB, ch; a zatem k?t ACB = acb,

Podobne by?oby dowodzenie, gdyby ramiona dwóch

k?tów ACB, acb mia?y takie polo?enie ,
iakie iefi:

poI liczb? 2.

.

{"atwo by?oby dowie?d? równo?ci tych k?tów
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innym sposobem, poprowadziwzy w obudwu figurach ..

przez wierzcho?ki tych katów Iiniia proft? CE.

7 l. Uwaga. W powy?sz ?rn twierdzeniu do­

daiemy, ?e ramiona tych dwóch k?tów rozcllO­

dz? 'si? w jedn?? flron? : gdy bowiem ramiona te

rozchodz? si? w f?rony przeciwne, k?ty mi?dzy
niemi' zawarte nie zawsze s? równe. I tak dwa

k?ty .J\.CB, ach fig. 36. których ramiona AC i ac

BC i '-'bc s?. mi?dzy sob? równoleg?e, lecz rozcho­

dz? si? W f?ronv przeciwne, nie s? równe. Ja-­

ko? k?t ACB = aDB, bo s? iednoftronne odpo-
wiadai?ce ; k?t aDB = hcF, bo s? zewn?trzne

r

naprzemianleg?e wzgl?dem siecz n?v aF, i dwóch

równoleg?ych CB·i cb; a zatem i k?t ACB = bcF;

wi?c gdy k?t ACB iefl oftry, b?dzie te? i k?t bcF

o:fi?y, a tern samem przyleg?y mu k?t bca roz-

twarty (15): b?dzie wi?c k?t bca > BCA.

Lecz dwa k?ty BCA, bc:F, lubo ramiona ich

rozchodz? si? w f?rony przeciwne , s? sobie iednak

równe, iako?my wy?ey okazali. Gdy wi?c ramio­

na dwóch k?tów s? mi?dzy sob? równoleg?e, a

rozchodz? si? w ftrony przeciwne; k?ty te mog?

by? albo równe sobie, iak s? dwa k?ty ACB, bcF;
albo te?: nie równe, iak s? d wa k?ty ACB, acb.

72. Twierd. Gdy dwie liniie fig. '37. BE,
GI-I od siebie r?wnoleg?e , przeci?te S1; od dwóch

dragich linii IK, L/H od siebie rownolegtveh ;

cz?sci AE i CD dwóch pierwszych liniy: zawarte

miedzy dwiema drugiemi ,
tudzie? cz?sci AC, BD

dw6ch drugich liniy zawarte ruiedey dwiema pier-:
wszemi równoodleglemi, 81; milldzy sob? równe:

i odwrotnie, ie?eli czesci te ?CJ: rbu-ne ,
linii e

;
do

których te cZf!?ci nale? q, b?d? równolegle,
DOUJod. Poprowadz.iwszv Iinii? prof?? CB,

W dwóch tróvkatach ACB, DeB, bok CB ieft spól-
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ny; k?t ABC = BCD, grly? s? wewn?trzne na­

prz ernianleg le wzgl?dem siecznev BC, i ci wóch

równoleg?ych EF, GR; k?t ACB = CBD, gdy?
s? wewn?trzne naprzemianlegle wzgl?dem sie­

csn?y CB i dwóch równoodlegtych IK, LM, wi?c
dwa te tróyk?ty prz.yf?an? do siebie (26): a w

sczególno?ci AB = CD, i AC = BD, iako przeci­
wne k?tom równym (25).

Odwrotnie. Je?eli A.B = CD, i AC ---'.
BD;

b?dzie liniia EF równoodleg?a od CH, i liniia IK

równoodleg?a od LM.

Gdy? poprowadziwszy Iinii? CB, dwa tróy­
k?ty ACB, DCB, w których trzy boki w jednym
równe s? trzem bokom w drugim tróyk?cie, przy­

f?an? do siebie (28), a w sbzególno?ci k?t ABC

= BCD, i ACB = CBD, iako przeciwne bokom

równym (25), a ?e k?ty ABC, i BCD s? wewn?­

trzne naprzemianleg?e wzgl?dem sicczn?y BC i

dwóch liniy EF i GR; k?ty ACH i CEn s? tak­

?e wewn?trzne naprzemianlegle wzgl?dem sieczn?y
BC i dwóch liniy IK i L'\1; wi?c liniia EF iefl

-równoleg?a od GH ?. Iiniia IK równoodlegla od

LM (67).
7'3. 1fT niosek 1. Je?eli AB i CD s? sobie ró­

wne i od siehie równoodlegle, b?d? tak?e AC i

BD równe i równoodlegle : gdy? w dwóch tróy­
k?tach AC 13, Be D, bok BC ief? spólny; bok AB

= CD z za?o?enia, i k?t ABC = BCD, iako we­

wn?trzne na przemianlegle wzgl?dem siecz.n?y CB

i dwóch równoleg?ych AB, CD: wi?c dwa te

tróyk?.ty przvflana do siebie (2(?), a w sczególno­
?ci bok AC = BD, i k?t ACB = CBD; a ?e dwa

te k?ty s? wewn?trzne naprzemianlegle wzgl?dem
sieczn?v BC i dwóch liniiy AC, BD, wi?c linii e

te s? od siebie równoleg ?e' (67).
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74. 11Tniosek 2. Gdy dwie liniie AB, CO

fig. 58. sil od siebie równoodleg?'e , poprowadzi­
Wsz,y Iiniie EF) GH, IK i t. d. prof?opadle do

tych dwóch liniy; proftopad:l'e te, iako od siebie

równoleg?e (58), b?d? sobie równe (75); a ze

proflopadi'e te oznaczaj? odleg?o?? linii AB i CD

(51), a zatem dwie liniie równoodleg?'e zachowu­

i? wsz?dzie iednakow? mi?dzy sob? odleg?o??.

R O Z D Z I A ? IV.

o wielok?tach w powszechnotci , a w sczeg?lno-:
?ci o ich kqtach,

75. Plasczyzna okre?lona jak?kolwiek liczb?:

liniy prof?vch ,
zowie si? wielobqtem lub wielobo­

kiem, poly gonum, VVielok?ty maia rozmaite na­

zwijka, podfug rozmait?y liczby boków, lub k?­
tów. I tak tróyk?t iest wielokatern mai?cym tny
boki, czyli trzy k?ty; czcoorobqt , quadrilaterum,

pi?ciok?t, pentagonu m
, szes-iiobqt , hexagonum ,

siedmiobqt , heptagonuin , o?miok?t, octogonum,

dziewieciobqt , enneagonwn, dziesi?ciok?t, deca­

gonum , dwltnaflok?t, dodecagonum , pi?tnaflo­
k?t, pentedecagonum i t. d. s? wielok?ty mai?ce 4,

5., 6, 7, 8 i t. d. boków lub k?tów. ABCDE

fi?. 59. iest pi?ciok?t; ABCDEF fig. IfO. iest sze­

?ciok?t i t. d.

.

76. Lubo wielok?ty zwvczaynie oznaczai?

?l? tyl? g?oskami, ile maia k?tów, dla krótko?ci

iednak oznacza? ie mo?na dwiema tylko giofkarm

naydaley od siebie le??cemi : i tak, czworok?ty
ABCDfig. 41,42,43. mog? hy? oznaczone dwie­

rna g?ofkami AC, lub BD: Podobnie? sze?ciok?t
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ABCDEF fig. 40. mo?e by? oznaczony dwiema glo­
skand np. ER lub FC i t. d.

77. K?t taki iak iest FABfig. 45. zowie si?

wkl?sly, dla ró?nicy od innych k?tów ,B,C,D,E,F,
które si? zowi? wvslcakui?ce.

W wielok?cie iakimkol wiek przed?u?ywszy
którykolwiek bok AB fig. 40. k?t CBH zawarty
mi?dzy bokiem CR i przed?u?eniem boku AB zo­

wie si? k?tem zewn?trznvm ,
externus , dla ró?nicy

od k?tów ABC, BCD i t. d. które si? nazywai? k?­
tami coeumetrenemi, interni. Liniia prosta ?'?cz?­
ca wierzcho?ki dwóch k?tów wielok?ta, zowie si?

przek?tni?, diagonalis , iakie s? fig. 40. AC, AD,
AE.

78. Kiedy wielok?t ma wszystkie boki i k?­
ty równe, jak iest fig. 40, 43, i t. d. zowie si?
foremnym, regulare : kiedy za? boki i k?ty s? nie­

równe, iak iest fig. 39, 45. i t. d., zowie si? nie-.

foremny, irregulare.
79. Mi?dzy czworok?tami niektóre mai? ho­

ki przeciwne równoodlegle; iak iest np. CZWOi.·o-

.

k?t BD fig. 41. w którym bok AB iest równood­

leg?y od boku CD i bok AD równoqdlegly od ho­

ku BC. Czworok?t taki zowie si? równoleg?obo­
kiem, p arallelogrammum,

Z tego co?my powiedzieli wy?ey (72, 73) wy­

pada:
lOd Ze przek?tnia AC, dzieli równoleg?olok

na dwa tróyk?ty równe:

zre Ze hoki przeciwne w równoleg?oboku s?

sohie równe;
3eie Ze gdy w czworokacie boki przeciwne

s? sohie równe, taki czworok?t iest równoleg?o-

bokiem;
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4te Ze gdy w czworokacie dwa boki przeci­
wne s? sohie równe i od siebie równoh'g?e,
taki cz wor ok at ief? równoleg?obokiem.'

80. Uwaga. Mo?e by? czworok?t taki, w

którym dwa boki przeciwne s? od siebie równo­

odleg?e ,
lecz nierówne ,

iak ief? czworok?t abcd

fig. 46. w którym hoki cd, ab s? od siebie ró­

wnoodleg?e, lecz nierówne ; taki czworokat nie

?eft równoleg?obokiem: gdy? drugie dwa hoki ad

i cb nie s? od siebie równoodlegle. Czworok?t
taki zowie si? po bcinje trapezium i po pollku
mo?nabv go nazwa? równoleg?obok niezupefnv,

81. Równoleg?obok AC fig. tj,2. raaiacv wszy­
ftkie k?ty profte ,

zowie si? prof?obqtem, rectau-:

gulurn. .

Proflok?t AC fig. 45' mai?cy wszvf?kie boki

równe zowie si? kwadratem, quadratum,
,

Równoleg?obok ac, fig. 44. rnaiacv wszvf?kie

boki równe, lecz katv nierówn
,

zwa? si? mo? e

kwadratem uko?nym, rhombus.

82. Chc?c znt?m na dan?v linii AB, .fig. 45.:

wykre?li? kwadrat, trzeba z obudwu iey ko?ców

A i B, wyprowadzi? dwie Iiniie AD i BC proilo­
padle do AB, i równe linii dan?v AB: ko?ce

tych dwóch liniy C i D z?'?czywszy Iinii? proft?
CD, czworok?t ABCD b?dzie kwadratem szuka­

llyJU.

Chc?c wylmWi? proftok?t, którcgoby boki

równe hyty linij om danym, trzeba poprowadzi?
linii? AB, fig. 42. równ? if'dney linii dan?v ,

j '7.

?wóch i?y ko?ców A i B wyprowadzi? Iiniie AD

l Be proilopad:te do AB i równe drugie)' linii

?aney: ko?ce tych dwóch liniy C i D zt?czywszy
hnii? prof?n CD, czworok?t ABCD b?dzie pro­

ilokatcm szukan VlU.
-

.
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Chcac wyh,e?li? równoleg?obok któregolry
boki równe by?y d worn Iiniiorn danym, i k??t ró­

wny k?towi danemu, trzeba poprowadzi? Iiniia

AB fig. 41. równa iednev linii dan?y ,
z ko?ca A

wyprowadzi? Iiniia AD równ? drugey linii dan?v

tak: aby k?t BAD by? równy k?towi danemu;
poprowadziwszv potem z punktu B Iiniia BC ró­

wn? linii AD, i od niey równoodleg??, ko?ce D

i C z??czy? liniia prof?? DC; czworokat ABCD

b?dzie równoleg?obokiem szukanym.
Dowodzenie we wszyf?:kich trzech przypad­

kach ief?: ?atwe rnai?c wzgl?d na to, co?my po­

wiedzieli o liniiach równoodleg?ych (58, 75).
83. "V ka?dym wielok?cie uwa?a? b?dzie­

my l ód l{?ty; sre hoki
,

które razem wzi?te zo­

wia si? obwodem wielokata
, perimeter ; 3cie p?'a­

sczyzn? obwodem okre?lon?, która si? zowie po­
wierzchnia wielok?ta.

84. Twier. lY ka?dym tróyk?cie summa

trzech kqtów waty dwa k?ty profie.
\

Dowodz. VV tróvk?cie ACll, jig. 47. prz.e
>

d?u?ywszy którykolwiek bok np. AB do D, i z

punktu B wvprowadziwszv liniia BF równoodle­

g?? od boku AC; b?dzie k?t CBF = C, gdy? s?

naprzemianleg?e wewn?trzne wzgl?dem sieczn?v

BC, i dwóch równoodleg?ych AC, BF. K?t FBD

= A, gdy? s? iednof?:ronne odpowiada??ce sobie

wzgl?dem sieczn?v AD i dwóch równoodleg?ych
AC, BF. Do k?tów CBF i FBD, czyli co na ie­

.dno wychodzi, do k?ta CBn dodawszy k?t CBA,

wypadnie summa równa dwom k?tom prof?yrn

(15). -Wi?c i do k?tów C i A dodawszy ten?e

k?t CHA, wypadnie summa k?tów C, A i CBA,
to i est

,
summa trzech k?tów tróyk?ta, równa
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dwom k?tom profl:ym. Czyli, k?t CBF = C. K?t
FBD = A. Wi C; c

CBF + FED = C +A; czyli
CBD=C+A.

Doua W5Z y po obu fl:ronach k?t CB A, b?dzie
CBU + CBA = C + A + CBA.

A ?e katy CBD i CBA iako przyleg?e wat? \

dwa k<?ty profl:e; wi?c te? i k?ty C, A i eBA, to

iefl trzy k?ty tróykc?ta, wa?? dwa k?ty pro:fte.
85. Jf7nioft.i. 1. Poniewa? w tróyl{(?cie k?t

zewn?trzny CED równy iefl: dwom k?tom wewn?­

trznym C· i A naprzeci w ko niego le??cym, ia ko

sic: w poprzedzai?cem twierdzeniu okaza?o, wi?c
od iednego z nich np. od kelta A ief? wi?kszy.

86. 2. \IV tróyk?cie równobocznym, którego

wszY5l1{ie k?ty s? ?i?dzy so?? równ,e ([jo), ka?d y

k?t ?efl: trzecl? CZ?SCI? d woch katów profl:ych,
czyli dwiema trzeciemi iednego k?ta profl:ego.

87. 5. Kiedy w tróy k?cie ieden k?t ie:ft pro
-

fl:y, lab roztwarty, drugie d wa musz? by? oflrc :

gdy? inacz?v summa trzech k?tów tróyk?ta, wa?y­

-?aby wi?cey ni? dwa k?ty profl:e: co ie:ft przeciwne

twie?clzeniu powyiszemu. K?t zatem profl:y lub 1'01.­

!warty iefl w tróykacie nuv wi?kszv, a tern sam ?m

l hok przeciwny k?towi prof?ernu lub roztwarte­

mu icfl: w tróvkacie nav wieksz v (54).
88. 'I'róykat rnaiacv k?t prof?v ,

zowie si?

proflokqtny, rectangulutn ; tróyl,?t maiacy k?t

roztwarty, zowie si? roetcoartobqtny , obtnsangu-:

l?m; tróvk?t mai?cy wszvftkic k?ty ofl:rc, zowie

st? oflrokqtny, acuiangulurn: Bok przeciwny kc?­
towi proUemu, zowie si? przeciwprojiokqtuo, hy­
pothenusa : bok przeciw nv k?towi roztwartemu

118Z)Wa? mo?na pr zeciwroztwartobotn? ,
Lok prze­

ciwny k?towi of?remu, przeciioostrokotno,
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??. 4. Z: twierdzenia poprzr-dzaincego wypa­
da tak?e

,
?e gdy dwa kelty w jednym tróykacie ,

równe Si:! dwom katoni w drugim tróykacie, trze­

ci k?t pierwszego równy id!: tak?e trzeniemu ki:?­
rowi dr?giego tróvk?ta : gdy? ten trzeci k?t prz y­

dany do dwóch pierwszych w obudwu tróvkatach ,

czyni dwa k?ty profle.
go. A fl:?cl wypada, ?e twierdzenie wy?ey

podane (56), pod?ug którego dwa tróyk?ty ABC,
abc, fig. 2;'. mai?cc l;;;lty A i et profle , k?t B

= o, i bok BC = bc , mog? do siebie przyfl:a?;
do 1róyk?tów tak?e oflrokatnych i r-oztwartok?­

mych mo?e byv zafl:osowane: bo ie?eli fig. 48.,
dwa k?ty A i R W jednym tróyk?cio , równe s?

dwom katom a i b w drugim tróvkacie , b?dzie te?

i trzeci k?t C pierwszego równy trzeciemu k?to­
wi c drugiego tróyk?ta ; a gdy jeszcze i" bok CB

= cb z ze lo?enia
,

dwa te tróyk?ty przyfl:an? do

sie,bie p,od?ug twierdzenia drugiego o przyfl:a waniu

tróykatów.
91. Podobnie? twierdzenie podane wy?l?y

(52), PQd?ug którego dwa tróyk?ly, fig. 25. AC B;
acb, maiace k?ty A i a proste, bok BC = bc ,

i

"bok AC = ac przyflana do siebie
,

do niektórych
tak?e innych tróyk?tów zafl:osowa? mo?na. Jako?

niech b?d? dwa tróyk?ty, fig. 48. ABC, abc, W

których k?ty ofl:re A, et s? równe, boki tym k?­
tom przeciwne BC, be równe, i boki tym?e k?­
tom przylcgle AC, ac równe; dwa te tróyk?ty
pn;yfl:an? do siebie: gd yz z punktów C i c spu­

'ci wszy Iiniie CD i cel pi?rwsz? proflopad?'? do AB,

drug? proflopadl'? do ab, wdwóch tróvlcatach CDA,

celu, k?t A = a z za?o?enia, k?t D = et iako pro­

ile, a t?m samem i trzeci k?t ACD=acel (89);
Ol ?e i bok AC:::::: ac z za?o?enia

, wi?c dwa te

,
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tr6yL!ty pnyf?:an? do siebie (26), a w sczególno­
?ci bok CD = cd, bok AD = ad. Dwa zat?m

tróyk?ty CDB, alb, w których kelty przy D i d

s? profle z wykre?lenia, bok CD = cd z dowo­

dzC'nia, ? bok CB =::cb z za?o?enia, prz)fianq do

siebie (&2), a w sczególno?ci bok DB = db A kie­

d y AD = ad, i DB = db ; wi?c AD + DB = ad

+ db, czyli AB = ab. Dwa zatem tróyk?ty ABC,
abc

J IV których bok AC = ac z zale? nia
,

hak

AR = au z dowodzenia ,
i k?t A = et Z za?o?enia,

przyflana do siebie pod?ug pierwszego twierdzenia

o przyf?awnniu tróvkatów.

9:?. Mog? iednak by? dwa takie tróyk?ty,
];;tóre nie prz)ftan? do siebie, chocia? w nich b??
dzie k?t iednego równy k?towi drugiego tró)k?­
ta, i bok przeciwny i przyh'g?y temu katowi w je--­
dnvm, równy bokowi przeciwnemu i przyleg?emu
w drugim tróyk?cie. Trafi? si? to mo?e w ten

czas, l,iedy haki przeciwne k?tom równym mniey­
sze s? od boków przyleg?ych tym?e k?tom. Ja­

ko? niech b?d? fig. 4!). <lwa +róykatv ABC, abc,
w których k?t A = a, bok BC = be, i lJok AB

= ab
,

lecz wobudwu tróvk?tach boki BC, be

przeciwne k?tom równym, mnievsze s? od boków

AB, ab przyleg?ych tym?e k?tom.
Z wierzcho?ka k?ta b spu?ciwszy db prof?o­

pad.tc? do ae, b?dzie liniia ad wi?ksza od linii cd;

czego ?atwo mo?na dowie?d? z wa?ai?c ,
?e Iiniia

ad nie mo?e by? ani równ? linii cd, ani od ni?y
mnievsza : gdy? w pih'wszym przypadku pochy?u
ab hy?uby równa pochy?ey be, w drugim pochy­
?a al: by?aby mnievsza od pochy?'?y be (47), ('O

si ? .sprzeciwia za?o?eniu. N a linii zat?m ad "zi?­

wszy d? = de, i 'poprowadziwszy b?, b?dzie b?

::::: be. A ?e be:= Be z za?o?enia, wi?c i b(=-BC.



46 JEOMETRYI

A zatem trzy tróyk?ty ABC, abc; ab? mai? ka­

ty A, a równe, boki tym k?tom przeciwne Be,
be, bc , równe, i boki tym?e k?tom przylegle AB,
ab równe. Lecz ie?eli tróykat abc przvf?anie do

tróyk?ta ABC podlug poprzedzaj?cego wniofku
,

tedy trzeci tróvk?t ab? , b?d?cy cz??ci? tróyk?ta
drugiego abc nie mo?e przyfia? do tróyk?ta ABC.

95. ,tV tych wi?c tylko przypadkach dwa

tróyk?ty mog? do siebie przvfla? : H5d gdy dwa

boki i k?t mi?dzy niemi zawarty W jednym równe

s? dwom bokom i k?towi mi?dzy niemi zawarte­

mu w drugim tróyk?cie; zre gdy dwa k?ty i bok

im przylegly W je dnvm równe s? dwom k?tom i

bokowi im przvleg? emu w drugim tróykacie; Beie

gdy trzy boki iednego równe s? trzem bokom dru­

giego tróyk?ta; 4te gdy k;?t proily, bok mu prze­

ciwny i przyJegl'y w jednym równe s? katowi pro­

I?emu i bokom przeciwnemu i przyleg?emu w dru­

gim tróvkacie. Przypadek ten lubo mo?e by? za­

stoso'wany i do niektórych innych tróyk?tów, ie­

dnak?e poniewa? czasem zay?? mo?e w?tpliwo??,

czy dwa tróyk?ty nieproflok?tnc mog? do siebie

przysta?, iako?mv to okazali wyiAy, u?ywa? go w

dziele ninievsz ?m nie b?dziemy, na okazanie ró­

wno?ci dwóch tróykatów nieprof?ok?tnvch, Co

si? tycze twierdzenia podanego 'wy?ey (56, go)
twierdzenie to iu? nam wi?c?y potrzebne nie b?­
dzie, ho w takim pr z vpadku dwa tróykaty przy­

f?an? do siebie pod?ug twierdzenia drugiego o przy­
fiawaniu tróvkatów, iako?rny to okazali wy?ey, (go).

giL -Gdy dwa tróyk?ty mog(-? do siebie przy­
f?a?

,
tern samem powierzchnia icdnego iest równa

powierzchni drugiego tróyk?ta. Nj?(?y obaczymy,
ze dwa tróvkaty mog? mie? równe powierzchnie,

chocia?by nie mog?y do sichio przyfia?.
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95.' Twierd. Summa i?tow weW7Zf!lrznfch
wielok?ta iakiegokolwieb wa?y kCf,tow proflych
dwa razy tyle ile wielok?t ma bob?w

, mniey 4:

czyli, liczb? boków soielobqta rozmno?ywszy przez

2, i od tak roemno?oney odiowszy 4, reszta 0-

kale wa?nosc kqtów wewnetrzny cii wielok?ta UJ

kqlach profiych,
Dowod. VVzi?wszy wewn?trz iakiegokolwiek

wielok?ta AD, fig. 39. punkt S od upodobania,
i z punktu tego poprowadzi wszy liniie SA, SB,
SC i t. d. ??cz?ce wszvflkie wierzcho?ki k?tów

wielok?ta z punktem S, utworz? si? tróyl ?ty ASB,
BSC, CSD i t. d. których spólnvm wierzchol­

hem ieft punkt S, a z których ka?dyma za pod­

fiaw? bok ieden wielok?ta, i dwa przy niey k?­

ty nale??ce do ki:!.tów wielok?ta. Liniie wi?c te

AS, BS, es i t. d. podziej? wielok?t na tyle tróY­
k?tów, ile wielok?t ma boków. A ?e w ka?dym
tróyk?cie summa trzech k?tów wa?y dwa k?ty
prof?e (84); wi?c wsz)fikie te tróyk?ty wa?y? b?­
d? k?tów pro:flych dwa razy tyle, ile wielok?t ma

boków, Ze za? k?ty przy punkcie S b?d?ce, wa­

?? 4 k?ty pro:fle (16); a nie nale?? do k?tów

wewn?trznych wielok?ta, wi?c od podwoion?y li­

czbv boków wielok?ta odia wszy 4, r-eszta oka?e

wa?no?? k?tów wewn?trznych wielok?ta w k?tach
profl:ych.

To samo twierdzenie mo?naby okaza? na:fl?­
pui?cvm sposobem: z wierzcho?ka k • .jta którego­
kolwiek w wielok?cie Fe fig. 40, 45. np. z wic -

rzc1lOtka k?ta A, poprowadziwszv do wierzchol ków

wszy:flkich innych k?tów przek?tne AC, AD i t. d

przek?tne te podsiel ?
\, ielokat na tyle' tróvkatów,

ile ma wielokat boków, mni?v 2; gdy? do W.l\'r7-

cholh dwóch k?tów B i F prz)'legly('h rumionom



JEOMETRYI

kata A, prz.ek?tnvch poprowadzi? nicmo?na. A ?e

summa trzech k?tów tróvkata wa?y dwa k?ty pro­

ste (84), wi?c summa katów we wszystkich tych
tróvkatach

, czyli, co na ie dno wychodzi', summa

wszyfikich katów wewn?trznych wielok?ta, wa+

iy? b?dzie k?tów prof?vch dwa razy tyle, ile wie­

lok?t ma boków
,

mni?v 4.

96. ?Yniosel.:. Gdy iest wielok?t foremny
(78), wszystkie iego k(?ty wewn?trzne s? mi?dzy
sob? równe; a b?m samem i k?ty zewn?trzne s?

mi?dzy soh? równe : gdy? ka?dy k?t zewn?trzny,

np. k?t CBI-I: fig. 40. z przylegtym sobie we­

wn?trznvm CBA, wa?y dwa J ??ty proste. A za­

t<?m rnaiac wiadom? liczb? boków wielok?ta fo­

remnego, mo?na dov?? wa?no?ci kata iego wewn?­

trznego i zewn?trznego. I tak w pi?ciok?cie np.

foremnym, summa wszvf?kich k?tów wewn?tznych,
równa ief? liczbie boków iego rozmno?on?y przez

2, i zrnnievszon?v 4; czyli równa 5 X 2 -,],=6:

wi?c ka?d'y iego k?t wa?y? b?dzie pi?t? cz???
sze?ciu k?tów proflych , czyli ?- iednego kata pro­

stego: a zatem k?t zewn?trzny pi?ciok?ta foremne­

go wa?y? b?dzie reszt? do dwóch k?tów pro­

stych, to iest ?: gdy? t + {- = :!l =2 k?tom pro­

stym.

Podobnie? w sze?ciok?cie foremnym summa

wszystkich k?tów wewn?trznych = 6 X 2 - 4 = 8

k?tom prostym; wi?c ka?dy iego k?t wewn?trzny

wa?y? b?dzie % czyli ? kata prostego: a zatem

k?t zewn?trzny wa?y? b?dzie ? k?ta prostego, gdy?
i t -j. = ?. = 2 k?tom prostym i t. d.

97. Twierd. 117 wielokacie mai qcy m. wszy­
flkie kqty wyftakltiqce .. przedlut.ywszy w jeclru;
«trone wszystkie boki) ta]: iest . na fig. 50. etun=
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ma wszystkich k?tów sewnetrzny c?i PAK) GBP

i t. d. wa?y 4 k?ty proste.

Dotood. Ka?dy k?t zewn?trzny np. CBP z

przylegiym sobie wewn?trznym GRA, wa?y dwa.

k?ty prof?c : wszvflkie zatem k?ty zewn?trzne z.

wewn?trznemi wa?y? b?d? k?tów profiych dwa

razy tyle ile wielokat ma boków, A ?e same we­

wn?trzne wa?? k?tów profiych dwa razy tyle ile

wielok?J ma hoków mni?v 4 (95), wi?c same ze­

wn?trzne wa?? 4 k?ty profle.

98, Wniosek. Gdy jest wielok?t foremny 1

li?ty lego z.ewn?trzne s? mi?dzy sob? równe; a ?e

wszyftkie zewn?trzne wa?? 4 k?ty profie, wi?c 4

podzieliwszy przez Iiozb? boków, iloraz b?dzie wa­

?no?ci? k?ta zewn?trznego w wielok?cie foremnym.
I tak w pi?ciok?cie np. foremnym poniewa? [j k?­
tów zewn?trznvch wa?a 4 katv proste, wi?c l wa­

'?y pi?t? cz??? 4 k?tów profiych, czyli ? jednego
profiego: a ft?m samem kat wewn?trzny jako mu

przylegty, wa?y? b?dzie reszt? do dwóch k?tów
prostych; to icfi t k?ta profiego. Podobnie? '\1'

sze?ciok?cie foremnym icden k?t zewn?trzny wa­

?y 4 czyli ? k?ta proilego; a h?m samem k?t we­

wn?trzny wa?y? b?dzie ? k?ta proficgo. VV sied­

:tniok?cie foremnym k?t zewn?trzny wa?y 4-, a we­

wn?trzny ±l- k?ta proflego i t. d.

99· Uwaga. Poflrzegamy tu
,

?e im wi?cey
rna boków wielok?t foremny; t?m k?ty iego ze­

wn?trzne s? mnieysze, a wewn?trzne wi?ksze.

.

Inne w?asno?ci wielok?tów ?ci?gaiace si? do

lcl: powierzchni i obwodu, wyYo?ymy na swoi?rn

filleyscu:

7.
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R O Z D Z I A ? V.

o liniiach. prostych { o kole.

10'0. Powiedzieli?my wytey (7), ?e cz??? ó?

kr?gu zowie si? ?ukiem. Liniia prof?a CD fig-
51. ?4cz?ca dwa ko?ce luku CGD zowie si? cie-s

ciioq , cliorda.

Uwa?a? tu potrzeba xbd
,

?e ci?ciwa ka?da np_
CD ??czy ko?ce dwóch ??ków: iednego CGD,

drugiego CHD, których summa czyni okr?g ko?a;
ie?cli wi?c jeden z nich mnieyszy iest od pó? o­

kr?gu, drugi tern samem b?dzie wi?kszy; sre ,?e
ka?da cieciwa deicli kolo na dwie cse?ci zwane

odcinkan;i, segmenla, jeden DCG, dr?gi DCR,

których summa czyni kolo; i ic?cli ieden z nich

mnieyszy iest od pó?kola, drugi t?m samem wi? ?

kszy by? musi.

10 1. Gdy ci?ci wa przechodzi przez ?rodek

ko?a iak iest AB, nazywa si? srednioq, diameter.

U wa?a? tu potrzeba l ód, ?e ?rednica równa

ieft dwom promieniom: gdy? promie? , iako?my
powiedzieli wy??,y (7), ieft liniia proft? od ?rodki.'.
ko?a do iakiego punktu na okr?gu poprowadzon?:
a zat?m ?rednica AB równa ief? dwom promie­
niorn SB i SA. are Ze tein samem wszvf?kie ?re­

dnice w jednem?e kole s? sobie równe: gdy? ka­

?da z nich równa ief? dwom promieniom, które s?

mi?dzy soba wszvflkie równe; 5cie ?e ?rednica ieft

wi?ksza, ni? iakakolwiek inna ci?ciwa: gdy? ko?­

ce iaki?ykolwiek ci?ciwy CD z??czywszy ze ?ro­

dkiem ko?a liniiami proflemi SC, SD, w tróyk?­
cie SDC summa d wóch boków SC + SD> CD

(22), to iefl
,

summa dwóch promieni, czyli ?re­

dnica, wi?ksza, icf? od ci?ci wy; Ijte ?e ?rednica
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AB dzieli ko?o i iego oh?g na <lwic cz??oi :ró­

wne : gdy? z?o?ywszy figur? wzd?u? linii AD, gdy­
by cz??? okr?gu AHB, nie przyfia?a do cz??ci 0-

h?gu AGB, punkta iedn?v z nich hyfyby mni?v

lub wi?cey od ?rodka kola oddalone, ni? punkta

drugiey: co by? nie mo?e (7).
102. Tym samym sposobem dowie??' mo?na,

?e dwa kota nakre?lone iednyrn?e promieniem s?

sobie równe, i mog? do siebie przyfit:??, gdy j?­

dno na drngi?m b?dzie po?o?one lak, ahy ?rodek

iednego pad? na ?rodek drugiego ko?'a.

103. Liniia profla EF, pr-zccinaiaca ko?o ,

któr? sieczn? kota, secans circuli zwa? b?dziemy,
dwa tylko punkta C i D spólne z okr?giem mie?

mo?e: bo gdyby miara np. trzy punkta spólne, trzy
te punkta iako znavduiacc si? na okr?gu, hytyhy
w równ?v od ?rodka ko?a odlegfo?ci (7); a t?Il1 S<l-

111(?m z punktu danego S do linii profl?y EF mo­

?naby by?o poprowadzi? trzy liniie równe; co by?
nie mo?e (49).

laLi. Gdy liniia prof?a ma tylko ieden pun kt

spólnv z okr?giem, to jest, gdy si? okr?gu w je-­

dnym tylko punkcie dotyka, a w drugim punkcie
dotyka? si? nie mo?e, cho?by l)y?a przed?u?ona ;

t.tka liniia zowie si? SfyCZ7Zq ko ia
, tangens cir­

cuil, I tak Iiniia JK w jednym tylko punkcie Ho

dotykaj?ca si? okr?g n
,

iest Ryezn?: Iiniia za? HL

luho w jednym tylko punkcje H dotvka si? okr?­
gu, przeci?? dostatecznie prz.cdl n?ona

, pn,eci?la­
liy go w punkcie drugim, a zatem nic icf? fiyczn?-

105. Twierd, VVzi?wszy dwa iakiekolwick

?uki iednego? kota, albo dwóch kM równych, i

po?o?ywsry ieden na drugim tak, abv ich wkl?-.
s?o?ci obrócone l))'ly wjedn? firone

,
i aby dwa

iakickol wiek punkta icdncgo , pacHy na dwa pun-·
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kta ?uku drugiego ? ?uk mnieyszy zeydzie sil} zu­

pe?nie z lukiem wi?l.:szym.

Dowod. Jako? przenios?'szy ?uk ac fig. 52.

na ?uk AE tak aby punkt li- pad? na A, i punkt e

na C, ci?ciwa ae przvflanie zupe?nie do ci?ciwy AC:

a ?e promienie sa. sc, s? pod?ug za?o?enia równe

promieniom SA, SC, wi?c dwa tróyk?ty sca, SCA,

przyflan? do siebie (2?); a w sczególno?ci punkt
s padnie na S: a zatem wszyftkie punkta ?uku ac

padn? na punkta ?uku AC:. gdy? punkta te s? ró-­

wnie oddalone od ?rodków s, S, które s? w je­
dnym punkcie: a t?m samem ?uk ac zeydzie si?

zupe?nie z ?ukiem AE.

106. 11/nios. St?d wypada, ?e dwa ?uki iedno­

go? kOla, albo dwóch kó?' równych, s? równe, gdy
ich ci?ci wy s? równe; i odwrotnie, byleby ?uki te

by ty iednego? gatunku, to icf?
,

obadwa mnieysze,
lub obadwa wi?ksze od pó:t okr?gu. Jako? ci?ci­
w? iedn? pofo?vwszv na drugiev, dwa ko?ce pier­

wszey padn? na dwa ko?ce drugiey ci?ciwy, a tern

samem i dwa kouce icdnego ?uku, padn? na dwa

ko?ce drugiego: wi?c dwa te ?uki pod?ug twier­

dzenia poprzedzai?cego, z('ydc? si? z sob?, i ieden

do drugiego zupe?nie przyftanie ,
a zatem s? sobie

równe.

Odwrotnie, ic?eli dwa ?uki iednego? ko?a

albo dwóch kót równych, s? równe; b?d? te? ró­

wne i ich ci?ciwy: gdy? ?uki te iako równe przy­

Ran? do siebie pod?ug wniofku poprz edzai?cego ;

a t?m samem ko?ce iednego padn? na kouce dru­

giego ?uku; wi?c i ci?ciwy ich przvfluna do siebie:

przez dwa bowiem punkta, icdna tylko liniia pro­

i!:a przcchodsi.
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107. Zagad. Maiq,c dane dwa ?uki AB, CD,

fig. 55. iednego? ko?a, albo dwbc?i kOl równychI
znaleso spblnq ich miar?.

Rozwiqx. Zagadnienie to rozwi?za? mo?na

tym samym sposobem , którego?my u?yli w podo­

bnym przypadku z liniiami proftemi (S8); z t? tyl­
ko ró?nic?, ?e zamiaf? przenoszenia :?uków mniey­
szych na wi?ksze, przenosi? b?dziemy ich ci?ciwy
które gdy s? równe, ?uki ich s? tak?e równe (106).

Ci?ciwa ?uku CD mo?e by? na ?uk AS dwa'

razy przeniesiona od A do E, z pozofta?? reszt?

EB; b?dzie wi?c ?uk AB = 2CD + EB.

Ci?ciwa ?uku EB mo?e by? na ?uk CD raz

przeniesiona od C do F, z pozosta?? reszt? FD:

b?dzie wi?c ?uk CD = EB + FD.

Naloniec ci?ciwa ?uku FU mo?e by? na ?uk

EB 4 razy przeniesiona, bez ?adn?v reszty: b?dzie
wiec ?uk

EB = 4 FD. A zatem

CD= EB+FD= 4FD+ FD= 5 rn.

AB =2C.o+EB =lOF.o +4FD =14FD. to

ief? : ?uk Ff) ieft spójn? miar? dwóch danych ?u­

i-iów AR, CD, i mie?ci si? w pierwszym ?uku 14

razy, w drugim 5 razy. Dwa wi?c ?uki dane s?

do siebie iak dwie liczbv 14 i 5.

Uwaga. Mog? hy? dwa dane ?uki takie, ?e

spólney ich miary znale?? nie mo?na, cho?h-y,.,pu­
wy?sze dzia?anie hylo iak navdal?v posuni?te: ?u­

ki wi?c takie b?d? ilo?ciami niespó?miernemi, ia­

ko?my wy?ey powiedzieli (58).
108. T'wierd. Promie? SM, fig. 54. pro­

stopad?y do ci?ciu-y AB J dzieli tfi ci?ciw? w pwz­

kcie e i luk ./J]J1B w punkcie J?l na dwie rbwne

czesci,
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Dowod. i od Poprowadziwszy promienie SA,
SB, promienie te wzgl?dem proilopad?ey SC s?

dwiema pochv?'erni równemi
,

a t?m samem mUS7,?

by? równi e oddalone od spodku C Pl'ostopadley
SC' (48); wi?c AC=BC.

zre Poniewa? SM ief?: prostopad?a ze ?rodka

C linii AB wyprowadzona; wi?c ka?dy punkt na

h?y prof?opad?'?v wzi?ty np. punkt M iest w równ?y
odlegio?ci od ko?ców linii AR (50); a zatem liniia

AM = BM. Ze za? liniie te s? ci?ciwami ?uków

AM, BM, wi?c i .?uki te s? sobie równe (106).
A zat?m promie? SM, prof?opad?y do ci?ci wy AR

dzieli i? w punkcie C, i iey ?uk AMB w punkcie
.

M na dwie równe cze?ci.

roq, Wnioft.i. ? tego twierdzenia okaznie si?
l ud, ?e trzy te punkta, ?rodek kola S, ?rodek

ci?ciwy C, i ?rodek ley luku M znavduia si? na

iedn?y linii SM prof?opad?'?v do ci?ciwy: a ?e na

oznaczenie linii profl?v dosy? ieft dwóch tylko pun-.

któw; wi?c kiedy Iiniia profta prz.eohodzi przez

dwa punkta którekolwiek z trzech punktów wy­

mienionych, przeydzie t?m samem i przez punkt
trz eci

,
i b?dzie prostopadf a do ci?ci wy.

2N! Poniewa? z punktu wzi?tego na linii pro­

fl:ey, nie mo?na wi?c?v proftopad:tych do t<?y linii

wyprowadzi?, tylko iedn? (55), wi?c prof?opad ?a

ze ?rodka ci?ciwy wyprowadzona przechodzi przez
?rodek ko?a, i dzieli ?uk do h?y ci?ci wy nale?acy
na d wie równe cz??ci.

.

110, 3cie Z tego te? twierdzenia 'wypada, ?e

chc?c podzieli? ?uk na dwie równe cz??ci, trzeba

ze ?rodka ci?ciwy tego ?uku wvprowadz i? prof?o-;

pad??, a? do przeci?cia si? z ?ukiem danym; albo
.

tE'? w kole dan?m prz.ez ?rodek ci?ciwy ?uku da­

ncgo do podzielenia poprowadzi? promie?, albo
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nakoniec poprowadzió promie? proflopadly do ci?­
ci wy ?uku danego. Tym?e sposobem pof??pui?c
mo?na b?dzie ?uk podzieli?' na cz??ci równych, 4,
8; 16 i t. d.

111. Zagad.· Wykrd;li? kolo, kt6regoby 0-

Irqg przechodzi! przez trzy punbta A, B, C da­

ne nie w prostey linii. fig. 5!i.

Rozwiaz, Z??czywszy punkt A z punktem B,
i punkt B z punktem e liniiami prof?emi AB, Be,
i linii? AB w punkcie D, liniia Be w punkcie E.

podzieli wszy na d wie cz??ci równe; z punktu D i

E wyprowad?my dwie prostopad?e DF, EG, pier­
,vsz? do AI3, drug? do Be: dwie te prostopad?e,
pod?ug tego co?my po v viedzieli ,vy?ey (63), dosta­

tecznie przed?u?one, zeyd? si? z sob? w punkcie
S: punkt S b?dzie ?rodkiem, a odleg?o?? iego od

któregokolwiek z trzech punktów danych J b?dzie
promieniem koia szukanego: gdy? punkt S uwa?a­

ny na prostopadl?y DF, iest w równ?y odleg?o?ci
cd dwóch punktó w A i B (50): ten?e sam punkt
S uwa?any na prostopad?e y EG, iest w równ?y
odleg?o?ci od dwóch punktów B i C. Trzy wi?c
odleg?o?ci, AS, BS, es s? mi?dzy soh? równe:

a zatem ze ?rodka S promieniem AS nakre?liwszy
ko?o, okr?g tego ko?a przeydzie przez punkta ?,
B, C.

112. Uwaga. 1. Poniewa? linii e AB ,BC s?
w kole szukanem ci?ciwami w punktach D i E na

d wie równe cz??ci podzielonemi, ?rodek tego ko­

?a powinien si? znaydowa? tak na proftopad?ey
DF, iako te? na prostopadf?y GE (109), to iest,
na spóln?rn tych dwóch liniy przeci?ciu S: a ?? li­

niie proste w jednym tylko punkcie przecina? si?,
mog?, wi?c tylko ieden iest punkt" lllog?cy by?
?l'odkiem ko?a szukanego. To?. samo ko?o nie
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mo?e mie? innego promienia, tylko liniia AS: 'bo

wzi?wszy za promie
?

linii? krótsz? lub d?u?sz?
od AS, i z punktu S promieniem tym nakre?li­

wszy kolo, okr?g tego kota nie przeydzie przez

punkta A, B, C: co iest przez si? widoczne.

A st?d wypada 10d, ?e przez trzy dane pun­

kta iednego tyl?o kola okr?g przechodzi? mo?e;
sre

,
?e gdy okr?gi dwóch kó? mai? trzy punkta

spólne ,
dwa te ko?a s? iednem?e ko?em; acie, ?e

zatem okr?gi dwóch kó? nie mog? si? z sob? prze? .

cina? tylko we dwóch punktach.

Uwaga. 2. Gdyby trzy punkta A, B, C, da­

ne by?y w linii prost?v ,
na ten czas dwie pro&to­

padle DF, EG bylyhy od siebie równoodleg?e (58),
a tem samem zey??by si? z sob? nie mog?y: a ?e

punkt ich zey?cia si? iest ?rodkiem
,

a iego odle­

g?o?? od któregokol wiek z trzech punktów danych,
iest promieniem ko?a szukanego; w tym wi?c przy?

pad ku
,

nie mog?c mie? ani ?rodka
,

ani promie­
nia, hy?oby rzecz? niepodobn? wykre?li? kolo szu?

kane. A zatem przez trzy: punkta dane w linii

proste y , okr?g iednego ko?a przechodzi? nie mo?e.

Co i z tego wzgl?du iest rzecz? widoczn?, ?e li­

niia prosta z okr?giem ko?a trzech punktów spóI­
nych mie? nic mo?e (103).

115. Zagad .. MaiCf:c dane kolo, znale?? iego
[rodeb,

Rozwioz. Na okr?gu danego kola wzi?wszy
trzy punkta od upodobania A, B, C, fig. 55. i

z??czywszy ie liniiami proste mi AB, Be, ze ?ro­

dków tych liniv D i E, wyprowadzam dwie pro­

stopad?e DF, EG, pierwsz? do AB, drug? do BC,

przecinaiaoe si? z sob? W punkcie S: punkt S b?.­
dzie ?rodkiem szukanym danego kola.
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j 14. 'Iwierd. Z punktu któregokolwiek C

jig. 56. wzi?tego na okr?gu kol'a poprowadziwszy
CA prof?opadl? do promienia SC, pnez ten punkt,
C przechodz?cego, proftopadra ta do promienici
b?dzie jlyczng bo? a. I odwrotnie) J?yczna z kto .....

regobolwieb punktu wzi?tego net o1cn;gu popro-t
.

wadzona
, iefl proflop adta do promienia prze

..

ohodzqcego przez pltnkt zetkni?cia si? fiyczney z

bo?em,

Dowod. vVzi?wszy iakiekolwiek punkta D,
E i t. d. na profiopad?'?v AB, i z??czywszy ie ze

?rodkiem ko?a S Iiniiami prof?emi DS, ES, liniie

te iako pochy?c do linii AD s? dtu?sze od pro
.....

ftopacH?y SC (41). A -hC punkt C znay.duie si?
na okr?gu ; wi?c punkta D, E i t. d. znavdowa?

si? musz? za okr?giem. Liniia zatem AJ;3, icden

tylko punkt C ma z okr?giem spólny: inne za?.
wszvf?kie ie)' punkta s? za okr?giem : wi?c Iiniia

ta ieft il:ycm? 'l, ko?em (lO/J} .

Odwrotnie. Styczna z kol'ern AB ief? proflo­
pacHa do promienia SC przechodz?cego prze7. punkt
zetkni?cia si? C: Gdy? poniewa? ftyczna ·AS iua

tylko iedcn punkt C na okr?gu, inne za? wszy?
flkie iey punkta s? za okr?giem; wi?c ze wszy­

flkich liniy proflvcli , które z punktu S do ftyczney
AR prowadzi? mo?na

, naykrótsi',y icfl pr-omie?
sc: ten bowiem ko?czy si? na okr?gu, gdy tym
szasem inne wszyf?kie ,' iak s? np. SD, SE, wy-.

chods? za okr?g. Gdyby wi?c promie? SC nie

by? proilopad?y do ftyczney AB, tedy inna któ­

rakolwiek liniia z punktu S do linii AB poprowa­

dzona, d?u?sza od promienia SC, by?aby do linii

AB proflopadl? ,
co by? nie mo?e (47)'

115. J?Tniosek. St?d ,vypacla lud, ?e przez

punkt C dany na okr?gu kol'n., me mo?na wi?-
8
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cey Ilycznyr-h wyprowa dz.ic, ty]]\O iedn? : gdy? :O:y-'
czna ta powinna by? prof?opad?'a do promienia

SC, prze7 dany punkt przechodz?cego: a 'l punktu
C do linii SC nie mo?na wvprowarlzio dwóch pro­

f?:op a'd?'y ch , ró?nvch od siebie (55); zre Ze przez

dany punkt na okr?gu lwJ'a, chc?c wvprowadz.i?
flyczn? z kol'em

,
trzeba z danego punktu "J'pro­

wadzi? prof?opad?'? do promienia przez ten?e da­

ny punkt przechodz?cego.
116. Twierd. Dwa ?uki iednego? ko?a za­

warte miedzv dwiema cieciwami od siebie równo­

odleglemi, lllb zawarte miedzv' ci'lciwCf: i sty czno.

od niey' r?wnoleg? o; SCf: sobie r6wne.

Dowod. lód. Niech b?d? dwie ci?ciwy AB,

CD, fig. 57- od siebie równolegl'e r poprowadzi­
wszy promie? SG prof?opadl'v do ci?ciwy CD, pro­

mie? ten b?dzie razem prof?opad?'v i do ci?ciwy
AB iako równoleg?'?y od CD (61), i punkt G h?­
dzie ?rodkiem tak ?uku CGD, iako te? ?'ulm AGB

(J08): b?dzie zatem ?uk CG = DG, ?uk AG=BG:

odj?wszy :firony równania drugiego, od Hron ró­

wnania pit;rwszego, zof?anie CG - AG = DG

-' BG; czyli CA = DB; tojeft, fuki zawarte mi?­

dzy dwiema ci?ciwami od siebie równoleg?emi, s?
sobie równe.

ure Niech b?dzie ci?ciwa IK równoleg?a od.

flyczney EF : prz("z punkt zetkni?cia si? H, po­

prowadz iwszv promie? SH, promie? ten b?dzie

]Jrofiopad.?'y do Hyczney EP (1l4), i do ci?ci wy
IK iako równolegley od EF; a tern samem ?uk

KHI ief? podz.ielonv w punkcie H, na dwie równe

cZ('?' i (108); h?dzic wi?c :?uk IH = KH, to iest,
?uki zawarte mi?d.zy ilyczn? i ci?ciw? od. niey ró-

·wl.olf'gt? s? równe,
'
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117. 'I'wiercl. VVierzcho?ki S, ?, d wach ka­

tów równych ASB, asb fig. 58. wzi?wszv za ?r?­
dek ko?a, i iskimkolwiek promieniem nak e?li­

wszy luk ACB przecinaj?cy ramiona k?ta ASB,
w punktach A i fi, i tym?e sam ?rn promieniem
nnkr??liwszv ?uk acb przecinaj?cy ramiuna katn

asb w punktach a i b; luki ACB, acb zawarte

miedzv' ramionami tych du/och. k?tów równych,
b?dq sobie równe; i odwrotnie

,
ie?eli ?uki kól ru­

wnych zawarte mi(jdzy ramionami dwóch kqtou:

maiqcy ch. swoie wierzchotki UJ srodku kó?, sq so,

bie równe; l.:qty te b(jd? tab?e równe.

DOUJod. Poprowadz.iwsz v ci?ciwy AB
, ab, w

d wóch tróyk?tach ASB, asb : k?t S = s, boki AS,

ES, równe bokom as, bs, iako promienie, z ?.a­

?o?ehia; wi?c d wa te tróyk?ty przvf?an? do siebie

(24), a W sczególno?ci ci?ciwa AB = ab; a z at?rn

i ?uki ACB, acb s? równe (106).
Odwrot. Je?eli ?uk ab = AB, b?dzie k?t

asb = ASB: ho poniewa? iuki te s? równe, wi?c
i ci?ciwy ich AB, ab s? równe (106), a ?e i pro­
mienie SA, SB, sa, sb, s? mi?dzy sob? równe z

za?o?enia, wi?c dwa tróyk?ty ASB, asb przystan?
do siebie (28), a w scz ególno?ci k?t ASB = asb,

.. 118. Twiertl, ?Tierzcho?ki O, o, fig. 69.
dwóch iakichkolwiek k?tów AOB, aob 'wzi?wszy
za ?rodek, i icdnym?e promieniem nakre?liwszy
dwa ?uki, któreby przecina?y ramiona dwóch da­

nych k?tów w punktach A, B, a, b; b?dzie flo­
wnet k?ta AOB do k?ta aob

, równy fiosunkou-i
?uku AB do ?ldclt ah ; to iefl

, tyle ra'ty k?t ieden

b?dzie wi?kszy lub mnieyszyod drugiego, ile razy

?uk zawarty mi?dzy ramiom mi k?ta pi?rwszego,
ieft wi?kszy lub mnieyszy od ?uku zawartego mit-
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(lly -ramionami ki:!ta drugiego: czyli, b?dzie AOB:
aob = AB: ub,

.

Dowod. Mog? tu by? dwa przypadki, alho

?uki AB, ob s? ilo?ciami spó?'miernemi ,
albo nie

spólrniernemi. 16d Je?eli luxi AB, ab , SC! ilo?ci

spó?mierne, daymy, ?e ?uk AB ma takich cz??ci
4, jakich ?uk ab nia 2. Podzieliwszv ?uk ab na

dwie cz??ci równe w punkcie c, a ?uk AB na czte­

ry cz??ci równe w punktach C, D, E? i ·popro­

wadaiwszy promienie oc; OC, OD, OE, k?ty
aoc; cob

? AOC, COD, DOE » EOB, s? mi?dzy
sob? r6wne, pod?ug twierdzenia poprzedzai?cego.
A zatem k?t AOB, Ik?'ada si? ze czterech takich

k?tów ,
z jakich dwóch Ik ?ada si? k?t aob : wi?c

k?ty te mai? si? do siebie, iak? do 2. Czyli, AOB :

Club = 4: 2. A ?e pod?ug za?o?enia, ?uk AB: ah

=4: 2; wi?c AOB: aob=AB: ab , to ief?, k?t
AOB do kata aob ma si? iak ?uk AB zawarty mi?­
dz . ramionami ] go, do ?uku ab zawartego mi?­

dzy ramionami k?ta 2g0.

?re Je?eli ?uki A.B, ab, fig. 60. s? niespó?.,.
mi er-n e, b?dzie tak?e
.

AOB: aob = AB: ab .

-
.

-
.

- A.

J e?eli ta proporcya iefl fa?szywa, tedy of?atni

wyraz ab ief? albo zama?y, albo zawielki do uczy.,...

nienia pr?porcyi: tr?y. b?wiem.pi?rv.sze wyr'VJ
proporcyI, mog? byc iakiekolwiek,

"VVe?my? naprzód luk qs>ab, i niech b?dzie,
iddi by? mo?e

AOB: aob=AB: as

.

Podzielrnv ?uk AB na cz??ci równych 2, 4,
8 i t. d. (110), a? póki; nie doydziemy do cz??ci

mnicysz.ych od ?uku bs. Przenie?my potem cz?­

?ci te mnievsz e od Iuku bs' na ?uk ab
, poczyna­

j?c od punktu a ku b;
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Poniewa? ?uki ab , AB s? niespó?ruierne, wi?c
punkt podzia?u nie mo?e przypa?? na pUI.kt b, lecz

pa?nie albo z praw?y strony 'punktu b, np w pun­
kcie c, albo z Iew?v firony, np. w punkcie ?, Po­

prowadziwszy promie? oc, k?tyaoe, AOB obey­
mui?ce ramionami swerui Iuki ae, AB spóimier­
ne z wykre?lenia, 'maj? si? do siebie iak te ?uki,
pod?ug lszey cz??ci ? ninieysz.ego twierdzenia; to

iest
, aoc : AOB = ac : AB. A ?e pod?ug przypu­

sczenia AOB: aob = AR: aSi wi?c rozmno?vw sz y

przez siebie wyrazy odpowiadaiacc w tych dwóch

proporcyach, b?dzie aoc X AOB; AOB X aob=ac

X AS: AB X as,

Podzieliwszy dwa pierwsze w)razy przez AOn
a dwa drugie przez AB, b?dzie

aoc: aob = (te: as.

Lecz k?t a oc > aob ; ?uk za? (te < as z wy­
kre?lenia; to jef?:, w of?a tni?v proporcyi poprzednik
IgO f?osunkn

, wi?kszy icfi od sw- go nafl?pnika ;

poprzednik za? sgo flosunku mnjeyszy iest od swe­

go. nafi?pnika: a zatem pr0l:>0rcya ta iefl fa?szywa.
Proporcva ta.ipowf?a?a ze z?o?enia dwóch propor­

cyy poprzedzaj?cych, z których l wsza aoe: AOB

= ae: AB jest dowiedziona w lszey cz??ci niniey­
szego twierdzenia; druga zat?m AOB: aob=AB:

?s, w którey ?uk as wzi?li?my wi?kszy od ab ,

musi by? fa?szywa. W proporcvi wi?c oznaczo­

ney giofk? A of?atni wyraz ab nie mo?e by? za­

ma?y: obaczmy czy nie iest zawielki ..

We?my ?uk (t? < ab i niech b?dzie, ie?eli by?
mo?e, ta proporcya prawdziwa:

AOB: aOh = AB: as.

Podzielmy luk AB na takie cz??ci równe, aby
przenios?szv ie na luk ab zaczynaiac od punktu a,
iedna takowa. cz??? fko?czyla? si? mi?dzy punkta-
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mi ? i· b, np. w punkcie ?, Poprowadz iwszv pro­
mie? o? ; et wa k?j,ty ao? ,

AOB obeyrnuiace ramio­

nami swoiorni ?ul,i ac ,
AB spó.lmierne z wykr?­

?lenia
, mai? si? do siebie iak te ?uki, podfug lS7.ey .

cz??ci ninieyszego -twierdzenia; to iefl
,

aoc: AOB
= a?: AR; a ?e podlug prz ypuscaenia AOR: aob
= AB: a?; wi?c
aoc X A013: AOB X aob = a? X AB: AB X as.

I

Podzieliwszv dwa pierwsze wyrJ.zy przez AOB,
d wa drugie przez AB, b?dzie

ao?: aob = ac : at; co hy? nie mo?e: grl v-1,

k?t aoc < aob ; ?uk za? ac > as z wykre?lenia: wi?c
i proporcya ta: AOB: cwó=AB: as

; w któr?v

wzi?li?my luk u? < ab ,
iest fa?szywa.

,V proporcyi zatem A ostatni wyraz ub nie

mo?e by? ?ni zamaiy ,
ani z awielki no uczynie­

nia proporcvi ; a t?m samem wyraz ten iest takim,
iakim by? powinien; to ie.sJ, proporcya ta AOB:

aob = AB: al», iest prawdziwa.

Czy wi?c ?uki s? spó?'mierne , czy nie spó?­
mierne, zawsze k?ty maiq sil! do siebie ,iak ?zlki

zawarte mic:dzy ich ramionami.

lIg. PYniosek 1. Poniewa? ftosunek ?uków

AB, ab , równy iest f?osunkowi k?tów: AOB, aob;

wi?c gdy si? k?ty AOB, aob powi?ksz? lub zmniey­
sz? w iskimkolwiek stosunku, ?uki tak?e AB, ab

powi?ksz? si?, albo zmnieysz ?
w tym?e samym

stosunku; i od wrotnie, za powi?kszeniem lub zmniey­
szeniem ?uków AB, ab

, k?ty tak?e AOB, aob

powi?ksz? si? albo zmnieysz?. ?uki wi?c te mo­

g?. by? u?yte za miar? wielko?ci k?tów. Przeto

tez miar'!; k?ta iefi ?uk mifJdzy iego rumionanii

:;.:awarty, nale??cy do kola, kt6rego ?rodek iefl
wierzcho?kiem tego kqta.
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. By?oby wprawdzie rzecz? przyzwoitsz? do .....

chodzi? wielko?ci k?tów, za pomoc? k?ta iakiego
wzi?tego za iedno??

,
ni?eli za pomoc? Iuków. I tak

np. wzi?wszy k?t prosty za l, k?t ostry, iako mniey­
&zy od prostego, by?by mnieyszym od ierlno?ci

,

k?t roztwarty iako wi?kszy od prostego .. by?by .

wi?kszvrn od iedno?ci, Lecz takowy sposób mie­

rzenia k?tów lubo nayprzyzwoitszy, w u?yciu ie­

dnak nie iest wygodny .. dla h?y nayhardziey przy­

czyny, ?e ?atwiey icst bra? równe ?uki danym
?ukom, ni? równe k?ty danym k?tom. VV tako­

wym sposobie mierzenia k?tów ,
mówi? np. ?e ?uk

AB iest miar? k?ta AOB, iest to samo co mówi? ..

?e k?t AOB tak? iest cz??ci? k?ta iakiego wzi?­

tego Za l, iak? cz??ci? iest ?uk AB ?uku zawar­

tego mi?dzy ramionami k?ta wzi?tego za l, i któ­

ry iest cz??ci? okr?gu ko?a rnai?cego swóy ?rodek

w wierzcho?ku tego? k?ta.
120. ?Ynio?e1c 2. Miar? k?ta prostego, któ­

ryby nayprzyzwoici?y by?o wzi?? za iedno?? do

mierzenia k?tów, iest czwarta cz??? okr?gu: gdy?
.

wierzcho?ek S fig. 56. kata prostego FSG wzi?-

'wszy za ?rodek i promieniem inkimkolwiek np. SG

nakre?liwszy ko?o; przed?u?my IFS do R; b?dzie
FH ?rednica tego kola (101); a zat?m FGR icst

polow ? okr?gu: a ?e k?t GSF = GSH iako pro­

ste, wi?c i ?uk FG = GH iako miarv k?tów ró­

"mych. ?uk przeto FG iest palow? vó? okr?gu
FGR, czyli czwart? cz??ci? okr?gu ca?ego.

Miar? zatem k?ta ostrego b?dzie ?uk :rp.niey­
szy od czwart?y cz??ci okr?gu: miar? k?ta roz­

twartego b?dzie ?uk wi?kszy od czwart?v cz??ci

okr?gu.
.

121. lf7niosel.: S. Z twierdzenia poprzedza­

l?cego wypada tak?e, ?e chc?c dany k?t podzieli?
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na jak?kolwiek liczb? cz??ci równych, dosy? iest

?uk s?u??cy mu za miar? podzieli? na tyle? cz??ci ro­

wnych, i punkta podzia?u po??czv? Iiniiarni prosterni
wierzcho?kiem k?ta: liniie te podziel? k?t dany na

cz??ci szukane.

Uwaga. VVidzieli?rny wy?ey (llO), ?e luk

dany podzieli? mo?na na cz??ci równych 2, 4, 8,

16 i t. d. Wiec na te same cze?ci równe mo?na

tak?e podzieli? dany k?t, iak to' iu? innym sposo­

bem okazali?my wy?ey (46). Co si? tycze d'l,iele­

nia ?uku na inne cz??ci równe, iak np. na J, 5,
6 i t. d. do tego potrzeha wy?szych wiadomo?ci ,

ni?eli s? te, które w Jeometrvi clcmentarn?y mo­

g? by? umiesczone : i k?t wi?c na takie cz??ci ró­

wne ieometrycznie dzielonym by? nie mo?e
, wy­

??czywszy tylko nie wielk? liczh? przypadków scze­

gólnych ,
które po?ni?v wymienimy.

122. Twicrd. W dw?c]: kolach równych lub

'UJ jednymie kole ?uk wiq/.;szy, ma wirckszq ci?ci­

w?' i odwrotnie: (byleby ?llki, o których mowa,

by?y m nievsze od pó?okr?gu).
Dowod. Niech b?dzie fig. 6 I. :?'uk CB > BA,

trzeba dowie?dz
,

?e ci?ciwa CS> BA. Jnko? po­

prowadziwszy promienie SA, SB, se, w dwóch

tróvkatach BSC, BSA, boki BS, CS pierwszego
równe S?! bokom BS, I\.S drugiego tróyk?ta: a ?e

k?t BSC>BSA, bo miar? pierwszego iest Iuk BC

z zalo?enia wi?kszy od 1uku BA, który jest mia­

r? k?ta (lrugiego; wi?c i bok BC przeciwny k?to­
wi wi?kszomu iest wi?kszy OU boku AB przeci­

wnego k?towi mnievszcrnn (27); czyli, ci?ciwa.
BC>BI\..

Odwrotnie. Je?eli ci?ciwa BC>AB, h?dzie
?uk BC>AB: g(l?'? w dwóch tróyk?!1"ach BCS, ABS,
boki BS, es piórwszego równe s? bokom BS, AS
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drugiego tróy k?ta; a ?e bok trzeci BC>AB z za­

Io?. nia
, wi?c i k?t BSC>ASB (27), a tern samem

i ?uk BC>AB.
125. Uwaga. Twierdzenie to ma tylko miey?

sce wtenczas, gdy {uki s? mnievsze od pó?okr?gu;
?uki za? wi?ksze od pó?okr?gu, mai? przeciwn?

w?asno??, to ieft im wi?kszy ieft ?uk, tern ieft

mnieysza ci?ciwa, i odwrotnie: i tak ?uk AFCB>

AFC: a ci?ci wa pierwszego AB mnieysza ieft od

AC ci?ciwy drugiego ?uku.

124. Twierd. Dwie ci?ciwy roione set: Ul r6-

wney od ?rodka ko?a odleg?o?ci: a z dwbch ci?­

ciw nierównych mniey sza iest w wi?kszr!y od ?ro­

dka ko?a odleg?o?ci.
Dowod. J()d Niech b?dzie fig. 62. ci?ciwa

AB = CD: ze ?rodka S spu?ciwszy dwie profto­

padle SE, SG, l wsz? do AB, 2g? do CD" i po­

prowadzi wszy promienie SA, SC, w dwóch tróY­

k? ach SAE, SCG prof?ok?tnvch ,
ief1: bok SA:=:

SC, iako promienie; bok AE = CG, iako po?o­

wy dwóch ci?ciw równych (198); a zatem dwa

te tróyk?ty przyf1:an? do siebie (52); a w sczegól?

no?ci SE = SG; a ?e SE, SG s? odleg?o?ci? ?ro­

dka S od ci?ciw AB, CD (51); wi?c ci?ciwy te

i? w rów n?y odleg?o?ci od ?rodka S.

sre Niech b?dzie ci?ciwa CF>AB; ?uk CF

ief1: wi?kszy od ?uku AB t 122 r Na ?uku CF wzi?­

wszy ?uk CD = AB, i poprowadziwszy ci?ciw?

CD, tudzie?, ze ?rodka S spu?ci wszy
d wie prof1:o­

pad?e SH, SG, I wsz? do ci?ciwy CF, 2g? do

ci?ciwy CD; w tróyk?cie SIU proilol<?tnym przy

H, iefl SI>SH (87), a tern bardziey SI + IG >

SB; czyli SG>SB: a ?e SG=SE pod?ug lszey

cz??ci ninieyszego twierdzenia; wi?c i SE>SH; to

id?, odleg?o?? mn,ieyszey ci?ciwy od ?rodka ko?a

9
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ieft wi?ksza, ni? odleg?o?? wi?ksze y ci?ciwy od te­

go? ?rodka.

125. .Twierd. K?t maiqcy swóy wierzehoteli

_

na okr?gu kola, ma za miar? potow? ?uku za­

wartego mifdzy ramionami.

D01/Jod. lbd Niech b?dzie k?t ACB, fig. 65.

mai?cv wierzcho?ek C na okr?gu; i którego iedno

ramie CB przechodzi przez ?rodek ko?a S. Popro­

wadziwszy ?rednic? DE rownoodleg?? od drugie­

go ramienia AC, b?dzie k?t ACB = DSB iako ieT

dnoflronne odpowiadai?ce wzgl?dem sieczn?y CB

i dwóch równoodleg?ych AC, DE. A ?e niar?
k?ta DSB ieft ?uk DB (119), wi?c i miar? k?ta
ACB ief? ?uk DB. ?uk DB = CE, iako miary
k?tów DSB, CSE równych; ?uk CE = AD: gdy?
s? 'zawarte mi?dzy ci?ciwami równoodleglemi: wi?c
i ?uk DB = AD; to ieft, ?uk AB podzielony ief?

w punkcie, D na d wie równe cz??ci ; a tem sam 13m

?uk DB, b?d?cy miar? k?ta ACB ief? po?ow? ?u­

ku AB zawartego mi?dzy ramionami tego? k?ta.
sre Gdy ?rodek ko?a S znayduie si? mi?dzy

ramionami k?ta ACF mai?cego wierzcho?ek C na

okr?gu, ?rednica BC, dzieli k?t ACF na dwa' in­

ne ACB i BCF, których spólnem ramieniem ieft

?rednica BC. A zatem pod?ug przypadku l szego

miar? k?ta ACB ieft po?owa ?uku AB; miar? k?­
ta BCF ieft polowa ?uku BF: wi?c miar? k?tów
ACB + BCF, ieft po?owa ?uków AB + BF; czy­

li miar? k?ta ACF ieft po?owa ?uku AF zawar­

tego mi?dzy iego ramionami.

Scie Gdy ?rodek ko?a S ieft za ramionami k?­
ta HCA mai?cego wierzcho?ek C na okr?gu, k?t
HCA = HCB - ACB. Miar? k?ta HCB ieft po­

?owa ?uku HB, pod?ug przypadku rszego. Miar?

k?ta ACB ieft poiowa ?uku AB. V\t i?c miar? k?--
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ta HCB - ACB ieft i HB - iAB; czyli miar?
k?ta HCA ief? i HB - -? AB. A ?e ?uk HB

- AB = AH, a t?m samem ? HB- i AB =? AH;
wi?c miar? k?ta HCA ief? ? AH.

To samo twierdzenie mo?e by? dowiedzione

sposobem naf??pui?cvrn :

Poprowadziwszy promie? SAfig. 64. w tróY­
k?cie ACS k?t zewn?trzny ASB, równy ief? dwom

wewn?trznym ACS i SAC naprzeciwko le??cym
(85). A ?e k?t SAC = ACS: gdy? tróyk?t ACS

ief]; równoramienny; wi?c k?t ASB = 2ACS; czy­
li k?t ASB = 2ACB: wi?c po?owa k?ta ASB=ACB.

A tern samem i po?owa miary k?ta ASB, czyli po­
?owa ?uku AB iest miar? k?ta ACB.

Tego? samego dowodzenia U:?y? mo?na w

d wóch innych przypadkach, u wa?ai?o, ?e k?t ACF

iefl równy summie dwóch k?tów ACB, BCF ma­

i?cym za spólne ramie ?rednic? CB, k?t za? HCA

równy ieft ró?nicy dwóch k?tów HCB i ACB ma­

i?cych za spólne ramie ?rednic? BC.

126. Wniofti 1. K?t GCH zawarty mi?dzy
Hyczn? i ci?ciw?, ma tak?e za miar? po?ow? ?u­

ku CH zawartego mi?dzy ramionami: gdy? k?t
GCH = GCB - HCB. Miar? k?ta GCB iako pro­

f?ego (i14), ieft po?owa pó?okr?gu CHB; miar?

k?ta HCB ief? po?owa ?uku HAB (12.5)' Wi?c
miar? k?ta GCH b?dzie poiowa ?uku CHB, mni?v

po?ow? ?uku HAB: ?e za? ?uk CHB - HAB=CH;
a t?m samem ? CHB - i ?AB=iCH; wi?c mia­

r? k?ta GCH b?dzie po?owa Iuku CH zawartego

mi?dzy ramionami.

Wnios. 2. K?t HCM zawarty mi?dzy ci?ci­
w? CH i przed?u?eniem ci?ciwy CF, ma za mia­

r? po?ow? summy ?uków nale??cych do tych dwóch

ci?ciw) to iest , po?ow? luku CH wi?c?y po?ow?
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?uku CF: gdy? k?t HCM równy dwom katom

proflym mni?y :k?tem HCF, b?dzie mia? za mia­

r? póJokr?gn mni?y po?ow? ?uku HF; ?e za? ca­

?y okr?g mniey lakiem HF równa si? dwom ?u­

kom CH i CF, a t?rn samem po?owa okr?gu mni?v

po?ow? ?uku HF, równa si? po?owie dwóch ?u­

ków CH i CF; wi?c miar? k?ta HeM b?dzie po­

?owa ?uków CH i CF. Albo tak: k?t HCM =

HeG + GCM; czyli, k?t HCM' HCC + FCI:

gdy? k?t FCI = GCM. A ?e miar? kata HCG

ieft po?owa ?uku CH, a miara k?ta FCI jest po­

?owa ?uku CF pod ?ug wniofku poprzcdzaiacr-go ,;

wi?c te? i k?ta HeM b?dzie miar? potowa sum­

my tych?e ?uków.

127. lP'nios. 3. K?ty E, H, I, fig. 65. ma­

jace wiprzcho?ki na okr?gu, a ramionami swoiemi

obevmui?ee ten?e sam ll,), FCG, si? sobie równe:

gdyf wszyflkich miara iefl po?owa ?uku FCG.

128. FFnios. 4. K?t A CB maj?cy wiprzcho­

?ek na okr?gu, a którego ramiona przechodz a przez

ko?ce ?rednicy AB, id!: proi1y: gdy? ma za mia­

r? po?ow? pó:tokr?gu AEB: czyli czwart? cz??? o­

kr?gu ca?ego; co tak?e mo?na okaza? sposobem na­

st?pui?cym :

Poprowarlziwszy promie? SC, w dwóch tróy­
katach równoramiennych ACS, BCS, ipfl kat SCA

.

CAS ; k?t SCB=CBS: wi?c SCA + SCB' CAS

+ CBS: czyli, k?t ACB = CAS + CBS. To iefl,
w tróyk?cie ABC, kat A CB równy iefl summie

dwóch innych k?tów CAS i CBS; a tpm samem

kat ACn iest po?ow? summy wszvflkich trzech

k?tów tróvkata ABC: a ?e wszyfikie trzy kc!ty tróY­
k?ta wa?? dwa k?ty proflc (84), wi?c k?t ACH

wa?y porow? dwóch k?tów prof?:ych, czyli waty
ieden k?t profiy.



c z ? s c I.

VV?asno?? ta z.wyczaynie tak si? wyra?a: kttt
'UJ pó?kolu iest' prosty.

Uwaga. VV dowodzeniu pi?rwszym sposo­

bern poprzedzai?cego twierdzenia wyprowadzili?my
wa?no?? k?ta mai?cego wi?rzchoi'ek na okr?gu za

pomoc? prawdy w)?ry okazan?v
,

?e dwa :tuki za­

warte mi?dzy dwiema ci?ciwami równoodleg ?emi

s? równe. Wzaiernnie prawd? t? mo?nahy teraz

okaza? za pomoc? twierdzenia poprzedzai?cego :

gd}?fig. 65. ie?eli dwie ci?ciwy AB, FG, sa od

siebie równoodleg?'e , poprowadziwszy ci?ciw? FB,

},?ty ABF, BFG mai? za miar? POlOWy ?uków AF

i BG: a ?I- k?ty te s? równe, jako naprzvmian le­

g?e wewn?trzne, wi?c i miary ich s? równe; a t?m

samem luk AF = BG.

,. 129. Twierrl. K?t ACB fig. 66. mai?cy
wierzcho?ek w kole m??dzy okregiem i ?rodkiem

ko?a, ma za miar? polow? lulu AR zawartego

mi?dzy ramionami, wi?cPy po?ow? ?uku DE za­

wartego mi?dzy pr zeditdeniami ramion.

Dowod. Z pnnktu D poprowadziwszy ci?ci­
w? DF równoodlcg?u od Be, b?c?zie miar-a k?ta
A.DF polowa luku AF (12.1). ?uk AF = AB+BF,

czyli, fuk AF = AB + DE, W1y? fuk DE = BF

(116), a t?m sam?rn ? AF = ? AB+fDE: wi?c

miar? k?ta ADF iefl f AB + i ED. A ?e k?t ADF

=ACB (07), wi?c miana kata ACB iefl po?owa
?uku AB wi?c?y potow? ful,u ED.

130. Twierd. Ki:lt ACBjig. 67. mai?cv wi?rz­

cho?'ek za kotem, a ramionami swe mi obevrn uiacv

dwa ?uki AB) ED, ma :a miar? polow? róinicy
tycMe luków. to ief?, ma za miar? po?ow? ?uku

AB, 'mniey potow? ?uku DE.

Dowod, Z punktu D pop"owaclziwszy ci?ci-c

w? DF równoodleg?? od Be, b?dzie miara k?ta
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ADr.' = ? AF. A ?e '?uk AF = AB - BF, czyli
?uk AF=AB-DE, gdy? ?uk DE=BF; a t?rn

samem i AF = i AB - i DE; wi?c miara k?ta
ADF=i AR -

? DE: ?e za? k?t ADF=ACB (67),
wi?c miara k?ta ACB = i AR -

i DE.

?Hatnie trzy twierdzenia, mog? by? tak?e na­

st?pm?cym sposobem dowiedzione:

K?t ACBfig. 68. mai?cy wierzcho?ek wewn?trz
ko??, fig. I, lub za ko?em, fig. 2. lub na okr?gu
fig. 3; w Iszym przypadku ma za miar? po?ow?
summy d wóch ?uków AB, ab : w 2gim przypadku
po?ow? ró?nicy dwóch ?uków AR, ab: W Scim

przypadku po?ow? ?uku AB.
Dowod. We wszyfikich trzech figurach po­

prowadziwszy ?rednice Dd, Ee równoodleg?e p'ier ...

wsze od ramion AC, drugie od ramion RC; ?­
dz.ie we wszyHkich trzech przypadkach k?t DSE
= dSe, iako wi?racho?'kiem przeciwleg?e; k?t ACB
= DSE (70). Wi?c ?uk DE b?d?cy miar? k?ta
DSE (llg), b?dzie oraz miar? k?ta ACB. Idzie

wi?c tylko o wynalezienie wa?no?ci ?uku DE we

wszyftkich trzech figurach.
W przypadku rwszym , fig. l.

?uk DE=A.B-AD-BE;
?uk de =ab + ad + be,

W tych dwóch równaniach dodawszy firony
odpowiadai?ce sobie, b?dzie

DE + de= AR + ab - AD + ad-BE+be.
Ze za? ?uk DE = de, iako miary równych

k?tów DSE, dSe, ?uk AD=ad, i ?uk BE = be,
iako zawarte mi?dzy ci?ciwami równoodleg?emi;
wi?c powy?sze równanie zamieni si? w nast\Pui?ce:

2DE=AB+ab. Podzieliwszy obie flrony przez

?, b?dzie
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DE =

AB + ab
.

_
.

_
.

_ _ i\..
2

To ieH, ?uk DE, b?d?cy miar? k?ta ACB ma­

j?cego wierzcho?ek wewn?trz ko?a, równy ieft po
..

?owie summy dwóch ?uków AD, ab.

W przypadku 2gim, fig. 2.

?uk DE=AB-AD-BE:

?uk de = ad + be - ab. A zatem

DE+de=AB+ad-AD + be-BE-ab; czvli

2DE=AB-ab; a zatem

DE=AB-ab. _

.
_

.

_
.

_ B.
2

To ief?
,

?uk DE b?d?cy miar? k?ta ACB któ­

ry ma wierzcho?ek za ko?em, równy ief? po?owie
ró?nicy ?uków AB, ab.

W przypadku 3cim, fig. 3.

?uk DE=AB-AD-BE; ?uk de=Cd+Ce: wi?c
DE + de = AB+Cd-AD+Ce-BE; czyli

2DE=AB: gdy? Cd=AD, Ce=BE: wi?c
AB

DE = -. To ie:fl, ?uk DE b?d?cy miar? k?-
2

ta ACB, który ma widrzcho?'ek na okr?gu, równy
ie:fl po?owie ?uku AB.

Uwaga. Równania oznaczone g?o{kami A i

B ró?ni? si? tylko znakiem oHatniego' wyrazu,

który ieiS w równaniu A dodayny ,
w równaniu :6

odiemnv. Dwa wi?c te równania mo?naby tak wy-

»?r

? k DE
A B + ab

xaZIC: u = .

2

Ze za? w przypadku 3cim nie masz ?uku c:b.
ozyli, co na iedno wychodzi, ?uk ab = o; WI?C

W przypadku tym oflatni wyraz
+ ab =_0; b?dzie

wi?c ?uk DE = AB.
2
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151. Zagad. Z ko?ca daney linii AC, fig.
65, wyprowadzi? prof?op adtq , nie' preedluiaiqo

daney linii, iak: wymaga sposbb podany wytey

(53).
Rozw. Z punktu któregokolwiek S wzi?tego

za dan? liniia nakre?li? kolo , któregoby okr?g da­

n? linii? przecina?' w punkcie A; przez punkta A

i S poprowadzi? lini?, prof?? AB, przecinaiaca si?
z okr?giem w punkcie B; punkta B i C z??czy­
wszy linii? proft? BC, liniia ta b?.lz ie proR:opa­
dla do AC: gdy i k?t ACB iefl proR:y (128).

Zagad. 2. Z punktu A fig. 69' danego za

ko?etti poprowadzi? flycznq kola.

Rozw. Srodek danego lwia S z??czywszy z

punktem A linii? proR:,? SA, i podzieli wszy i? w

punkcie C na dwie cz??ci równe, z punktu C iako

ze ?rodka, promieniem es, wy kre?li? kolo, które-.

go okr?!g z okr?giem ko?a danego, przecina si? w

punktach R, T: Punkt R lub T z.?'?czywszy li­

nii? prof?? z punktem A, Iiniia" ta b?dzie f?yczna
szukan?: gdy? poprowadziwszv promie? ST, k?t
STA ieR: prof?v (128),. a zatem liniia AT iefl pro­

fl:opad?a do promienia ST, a tern samem ief? R:y­
ezn? danego, lwia (114).

152. 'Twierd. Okr<Jgi dwóch ko? przechodz?­
ce przez iedeu punkt A, .fig. 70. linii AS btbra

??czy ich srodbi
, maiq tylko ten ieden punkt A

?p61ny, w którym si? stykai?. i 'odwrotnie: gdy
si? okn!gi dwbch kOl flykai?, srodki ich i punkt
zetbniecia ?i? s? na iedney linii,

Dowod, Srodki tych kó] mog? by? albo z je­

dn?y flron y punktu zetkni?cia si? A, ia k s? S, S;

albo ieden z jedn?y, drugi z drugiey flronv tego

punktu, iak s? S, s. VV 1wszym prz)padku na

okr?gu koia wi?kszego, wzi?wszy iakikolwiek punkt
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C, i z punktu tego do ?rodków S, li dwóch Jió? po­

prowadziwszy liniie proste es, Cs; w tróyk?cie

(,Ss, iest,

S? +Cs>CS (22), czyli Ss+Cs>AS; czyli
Ss + Cs > Ss + As. Odi?wszy po obu stronach Ss,
zostanie Cs > As. To iest, liniia Cs wi?ksza iest

od As, promienia ko?a mnieyszego, a t?m samem

punkt e musi by? za okr?giem tego ko?a.

W przypadku 2gim, kiedy ?rodki S,
?

s? po obu

stronach punktu A, na okr?gu ko?a wykre?lonego

promieniem AS, wzi?wszy którykolwiek punkt e, i

poprowadziwszy liniie proste es, e?; w tróyk?cie
es, .iest" C? + CS > s« czyli c. + AS> As x AS:

a zatem e? > A?. To iest: Iiniia Cs d?u?sza iest

od promienia.At; a tern samem punkt C musi by?
za okr?giem ko?a wykr??lonego promieniem A?.

Odwrotnie. Je?eli okr?gi dwóch kó? stykai?
si? z sob? w punkcie A, ?rodki ich i punkt zetkni?­
cia si?, s? na iedn?v linii: gd y? z punktu ze­

tl\11i(:cia si? A wyprowadziwszy styczn? AT, linii a

ta prostopad?a b?dz ic do promieni AS, As, A?

(114) i wzajemnie promienie te b?d? w punkcie
A prostoparl ?e do linii AT. A ?e z punktu A wzi?­
tego na linii A l' nie mo?na wi?cey prostopadlvch
do niey wyprowadzi?, tylko iedn? (55); wi?c

wszystkie trzy promienie, a tern samem i ?rodki

kól' S, s, t zna ydowa? si? musz? na iedn?v? e linii,
przez punkt A przechodz?c?y.

J35, Uwaga. W przypadku Jszym iest

Ss =AS-As; ctyli Ss+ As = AS. \IV przypadku
2gim, S?=AS+At. Gdyhy w przypadku lszym,

Ss>AS-As, atem samem Ss+As<AS; naten

czas okr?gi dwóch k6t, nie mog?yhy si? z sob?
zctkn?? , lecz okr?g kola mni?vszego , by?by za­

warty W okr?gu kola wi<)i.szego. Gd yby za? Ss >
10

I
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AS -As, a t?m saru?rn Ss + As> AS; na te n czai

okr?gi dwóch kó?, przeci??yhy si?" z sob? w pun­

ktach C, c, iak iest na figurze 71.

\/V prz ypadku 2gim, gdyhy S? > AS + A?,
rzecz? iest widoczn?, i? okr?gi dwóch kó? nie

mog?yby si? z sob? zetkn??. Lecz gdyby by?a li­

niia Ss < AS + A?' iak iest na fig. 7'1; na ten czas

okr?gi dwóch kó l', przeci??yby si? z sob? w pnn­

ktach F, f.
To iest, okr?gi dwóch kó? nie mog? si? z

sob? przeci??; lód, gdy odleg?o?? ich ?rodków

powi?kszona iedn ym promieniem, albo si? równa

promieniowi drugiemu, albo iest od. niego mniey­
sza; sre , gdy odleg?o?? ?rodków iest albo równa

summie dwóch promieni, albo od niey wi?ksza.

Gdy za? odleg?o?? ?rodków powi?kszona promie­
niem mnieyszym, wi?ksza iest od promienia dru­

giego; albo gdy odleg?o?? ?rodków, mnieysza iest

od summy dwóch promieni; na ten czas okr?gi
dwóch 1.61 mog? sie z sob? przeci??, byleby
w drugim przypadku promie? ieden nie by? wi?­

kszy od summy promienia drugiego i odleg?o?ci
?rodków.

VVidzieli?my wy?ey, ?e kre?l?c tróyk?t , kie­

dy s? dane trzy liniie proste mai?ce hy? jego bo­

karni, iedna z nich bierze si? za podstaw?, dwa

jey ko?ce za ?rodki, a d wie inne liniie dane za

promienie dwóch ?uków, których prz?ci?cie si?

oznaczy wierzcho?ek szukanego tróyk?ta. Lecz

przeci?cie si? tych dwóch ?uków, w tych tylko
przypadkach nast?pi? mo?e

, które?my dopiero
wymienili ,

a które wychodz? na to samo, co?my
iu? w\Hy powiedzieli (45), ?e trzy dane liniie

na boki tr?yk?ta , takie by? powinny, aby ka?da
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i nich mnieysza by?a od summy dwóch pozosta­

?ych.
/.;tóregoby

w punkcie

dany za t?;

1.54. Zagad. TJ7ykre?li? kolo,

okr?g zetkn?? si,! z dan? liniiq Al

A fig. 70. i przeszed? przez punkt B,
liniiq AT.

Rozw. Z puktu A wyprowadziwsz.y AE pro­

stopad?? do A T, punkt A z punktem B ???CZ? li­

nii? prost? AR, któr? w punkcie D podzieliwszy
na dwie równe cz??ci, i z punktu D wyprowadzi­
wszy prostopad?? do AB przecinai?c? si? w punkcie
? z lini? AF

? punkt ? b?dzie ?rodkiem, a linii a A;

promieniem ko?a szukanego. Jako? ?rodek tego lw­

ia powinien si? znaydowa? tak na linii AE, któ­

ra iest w punkcie A prostopad?a do stycznev AT

( 132) ? iako te? na linii Ds (lOg), która iest

prostopad?? ze ?rodka ci?ciwy AR wyprowadzo­
na: wi?c ?rodek ten znaydowa? si? b?dzie na

spóln?m ty ch dwóch liniy przeci?ciu, któr?m

iest punkt ?.
.

13.5. Zagad: MCt??c dane lula APH, fig.
70. i punkt za niem B, wy/.;rdtlt? drugie kolo,
kt6regoby okrqg przeszed? przez punlit B, i ze­

tkn?? si,! z okr?giem kola danego w daneui

punkcie .d.

Rozw. Punkt A z punktern B z??czywszy
Iiniia prosta AB, i ze ?rodka D linii AB wypro­

wadziwszy Ds prostopad ?'? do AB, przez ?rodek

s danego ko?a i przez kunkt A prowadz? liniia

prost? sA, a? do przeci?cia si? z linii? D? w pun­
kcie ?; punkt ? b?dzie ?rodkiem, a Iiniia A? pro­

mieniem ko?a szukanego: gd yi tak prostopadla
Ds ze ?rodka ci?ci wy AB wyprowadzona, iako

te? i liniia As ?rodek danego ko?a z punktem A

l?c??ca powinny przechodzi? p:-zez ?rodek kol'a

•
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szukanego: ?rodek zatem ten nale??c do ohudwu

Iiniy , znaydowa? si? musi na spóln?rn ich prze­

ci?ciu, któr?rn iest punkt ?.

136. Zagad. Na linii dan4Y ?B fig. 72•

wykre?li? odcinek kota UJ którymby sil! zmie?ci!

kqt rowny danemu,

Rozw. Przez punkt A, linii AB prowadz? li­

ni? AD, któr?by '[, Iiniiq AB czyni?a k?t DAR

równy danemu. Kre?l? 'potem ko?o, którego­

by okr?g przeszed? pzzez

.

punkt B i zetkn?? si?
z linii? AD w punkcie A (134) odcinek ABE iest

szukany: gdy? k?t BAD zawarty mi?dzy ci?ciw?
AB i styC7.l1? A D maiacv za miar? po?ow? ?uku

AF'B (126), równy iest k?towi ACB umieszczo­

nemu W odcinku ko?a ABE i mai?cernu za mia­

r? po?ow? tego? ?uku AF'B (125).

R O Z D Z I A ? VI.

o Po w i e r z c h n i UJ i e l o b q tow.

137. W tróyk?cie iakimkolwiek ACB fig.
73. z wierzcho?a kata C przeciwnego podstawie
AB, spu?ciwszy CD prostopad?? do AB, prosto­

pad?a ta zowie si? wysoko?ci? tego tróvkata.

Prostopad?a ta CD, mo?e pa?? albo we­

wn?trz tróyk?ta, iak icst nafig. l; albo zewn?trz
na przed?u?enie podstawy AB, jak iest na fig. 2;

albo te? na sam koniec A podstawy AB, iak iest

na fig. 5; a W tym przypadku bok CA iest wyso­

ko?ci? tróyk?ta.
W Równoleglohokn ABCD fig. 74. wzi?­

wszy którykol wiek bok, np. AB za podstaw?, i

z któregokolwiek punktu wsietego na boku CD

przeciwnym podstawie spu?ciwszy prostopad?? FE

do podstawy AB, prostopad?a ta nazywa si? wy­
so ko?ci? ró wnpleg?o boku.
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Poniewa? kwadrat i prostok?t ma wszystkie
k?ty proste (81) wi?c wzi?wszy którykolwiek
ich bok za podstaw?, bok drugi przy?eg?y podsta­
wie b?dzie wysoko?ci? kwadratu lub prostok?ta.
A ?e kwadrat ma wszystkie boki równe; wi?c

wysoko?? kwadratu równa iest iego podstawie.
158. Twierrl. Dwa ialcielcolwielc rownole­

globoki maiqce równe podstawy i wysoko?ci, ma­

i? roione powierzchnie.
Dowod. Wystawmy sobie ? ?e równoleg?o­

bok ABEF fig. 75. iest po?o?ony na równoleg?o­
hoku ABCD, tak ahy ich podstawy do siebie przy­

sta?y: poniewa? te dwa równoleg?ohoki mai? ró­

wne wysoko?ci, wiec bok EF równoodlegty- od

podstawy AB drngiego, padnie na bok CD ró­

wnoodleg?y od podstawy AB pierwszego równo­

leg?oboku (74); inne za? dwa boki AF, BE, we­

zm? po?o?enie albo tak?e jak iest na fig. l; albo

Iak iest na fig.· 2; albo te? iak iest 11a fig 5.

VV przypadku 1: w dwóch tróyk?tach ADF,
RCF, hok AD = BC, bok AF = BE) iako boki

przeciwne w równoleg?obokach (79). Nadto k?t
DAF = CBE, gdy? ramiona ich s? równoodleg?e
i rozchodz? si? w jedn?? stron?: wi?c dwa te

tróyk?ty przystan? do siebie ? a tern samem po­

wierzchnie ich s? równe; czyli tróyk?t BCE =

ADF: wi?c ABED-BCE=ABED-ADF; czy­
li ARCD = ABEF.

To samo iest dowodzenie w drugich dwóch

l)rz ypadkach.
139. Twied. Troykqt iakikolwie!c ABC

fig. 76. ies? po?ow? równoleg?oboku/iD maiqce-:

go t? same podstawe i wysolcot?.
Dowod. Z punktu B wyprowadziwszy BF

równoleg?? od AC, a? do przeci?cia si? "IV pun-
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kcie F z przed lu?onvm bokiem EO, czworokat

ABFC iest równoleg?obokiem; a zatem przek?tna
BC dzieli go na dwa tróyk?ty ABC, BCF mog?ce
do siebie przysta?, a tern samem równe co do

powierzchni (79); wi?c ieden z nich np. tróY­
k?t ABC, iest po?ow? powierzchni obudwu , czy­
li iest polow? powierzchni równoleg?oboku AF:

a ?e równoleg?obok AF równy iest C? do powie­
rzchni równoleg?obokowi AD (138), wi?c tl'óy­
k?t ACB iest polow? powierzchni równoleg?obo­
ku AD.

140. PYniosek. St?d wypada, ?e dwa tróy­
k?ty maiace równe wysoko?ci i podstawy s? ró­

wne co do powierzchni; gdy? ka?dy z nich iest

po?ow? równoleg?oboku. mai?cego t?? sarn? wy­
soko?? i podstaw? co i tróyk?ty.

141. Zagad. Dany wielok?t zamieni? net

inny r?wny' dane/nu co do powierzchni ?
i kt6-

ryby mial boMw mniey iednym ,
ni? wiel,okqt

dany.

Rozwiqz. Niechby wielok?t dany hy? pi?­
ciok?tem AD fig. 77. który zamieni? trzeba na,

czworok?t równy mu w powierzchni. Przez wiprz­

cha?ki dwóch k?tów E i C poprowadziwszy linii?
EC, w tróykacie EDC przez wierzchodek k?ta D

poprowad?my linii? DF równoodleg?? od EC, at

do spotkania si? w punkcie F z przedfu?on ym pi?cio­
l,?ta bokiem AK Poprowadziwszy linii? . CF ,czwo

rok?t ABCl" b?dzie szukany: gdy? tróyk?ty ECD,.
ECF pod?ug poprzedzai?cego wniosku s? równe

co do powierzchni, iako mai?ce t? sarn? ponst?­
w? i wysoko?? (74); a zatem

ABCE + ECD = ABCI? + ner, czyli ABCD?
= ABCF.

.
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Gdyby w pi?ciok?cie danym ABCDEjig. 78?
k?t D by? wkl?s?y, wykre?lenie by?oby zupe?nie
to samo co wy'?Ay; lecz w dowodzeniu 'lacho­

dzi nieiaka odmiana; okazawszy bowiem ?e tróy­
k?t EC]) =ECF, b?dzie.

ABCE - EeD = ARCE -

ECF; czyli
ABCOE=ABCF. I

142. Wniosek. Tym?e samym sposohem

post?pui?c, mo?na czworok?t ABCF zamieni? na

tróvk?t równy mu co do powierzchni; i w ogólno­
?ci ka?d y wielok?t zamienionym by? mo?e na tróyk?t

,

równy mu co do powierzchni. I tak sze?ciok?t
zamieniwszy naprzód sposobem wyUy podanym na

pi?ciok?t , zamieniliby?my potem pi?ciok?t na

czworok?t, a czworok?t na tróyk?t.
143. 'I'wierd. DIf'Ct prostok?ty AC, BG,

fig. 79· których coy sobosci Slf: r?wne
, maia si?

do siebie iak: podstawy; to iest
, prostok?t iedcn

tyle razy iest wi?kszy lub mnievszv od drugiego,
ile razy podstawa pierwszego iest wi?ksza lub

mnieysza od podstawy drugiego; czyli
ABCD: EFGH=AB: EF.

Doiootl, Podstawy AB, EF, mog? by? spól-:
mierne lub niespó?mierne. VV 1szym przypadku
daymy ?e AB zamyka takich cz??ci 8, inkich EP

zamyka 4. Podzieliwszy AB na 8, EF na 4 cz??ci
równe (57), i z punktów podzia?u wyprowadzi­
wszy prostopad?e do tych podstaw, a? do przeci?-. .

cia si? z bokami DC, lIG przeciwnemi podstawom
AB, El' ; prostopad?e te podziel? prostok?t AC na

8, prostok?t RG na L], prostok?ty równe mi?dzy
sob? (158), gdy? wszystkie mai? równe podstawy
i wysoko?ci. B?dzie wi?c ABCD: EFGH = 8: 4.

? ?e AB: EF::=;=8; 4: wi?c ?BCD; EFGH=AB: EF.
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W 2gim przypadku, kiedy podstawy AR,

EF.fig. 80. s? ni?spó?'mierne , b?dzie tak?e ABCD:

EFGH=AB: EF A.

Jako? gdyby proporcya ta by?a fa?szywa, ostatni

iey wyraz EF, by?by albo zama?y, albo za wielki

do uczynienia proporcvi , trzy bowiem pierwsze
wyrazy mog? hy? iakiekol wiek. Daymy? nato,
ie?eli by? mo?e, ?e ta proporcya iest prawdziwa:

ABeD: EFGH = AB: Es, w którey Es > EF.

Podzielmy AB na cz??ci równych 2. 4. 8. i

t. d., a? póki nie doydziemy do cz??ci mnieyszych
od linii Fs. Przenie?my potem cz??ci te mnieysze
od linii Fs na linii? EF zaczynai?c od punktu E

lm F. Poniewa? liniie AB, EF s? niespó?mierne,
wi?c punkt podzia?u nie mo?e przypa?? na punkt
F, lecz padnie albo z praw?v strony np. ";V pun­

kcie c, albo z lew?y strony, np. w punkcie ?.

Z punktu c wyprowadziwszy co prostopad?? do Es,
a? do przeci?cia si? z przed?u?onym bokiem GH.

w punkcie 0, prostok?ty EcoH, ABCD mai? pod­

stawy Ec, AB spódmierne z wykre?lenia, bedz ie

wi?c pod?ug lszey cz??ci ninieyszego twierdzenia.

EcoH: ABCD=Ec: AB. A ?e pod?ug przy­

puscz enia

ABCO: EFGH=AB: Es, wi?c rozmno?ywszy
w tych dwóch proporcyach wyrazy sobie odpo­
wiadaj?ce, b?dzie

EcoH X ABCD: ABen XEFGH = Ee X AB:

ABXEs.

Podzieliwszy dwa pierwsze wyrazy przez

ABCD, dwa drugie przez AB, b?dzie EcoH:

EFGH = Ec: Es. VV tey proporcyi l wszy po­

przednik wi?kszy jest od swego nast?pnika, 2gi
za? poprzednik. mnieyszy iest od swego nast?pni­
ka pod?ug wykr??lenia : prol?on?ya wi?c ta iest
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fa?szywa. Proporcya ta powsta?a ze z?o?enia

dwóch proporcyy poprzedz ai?cych ,
z których

piprwsza iest wypadkiem l wszey cz??ci ninievsze­

go twierdzenia : druga wi?c, w którey ostatni wy­
raz Es wzi?li?my wi?ksv od EF, musi hy? fa?szy­
wa. A zatem W proporcji A ostatni w)'raz EF

nie mo?e by? zarna?y : obaczmy czy nie iest za­

wielki. Daymy ?e ta proporcya iest prawdziwa:
ABCD: EFGH=AB: E?

,
w któr?y E?<EF.

Podzielmy AB na takie cz??ci równe, aby
przenios?szy ie na BF zaczvnai?c od E ku F, ie­

den punkt podzia?u parU mi?dzy ? i F, np. w

punkcie ?. Zpunktu ? wyprowadziwszy ?ó prostopa­

d?? do' EF a? do przeci?cia si? z bokiem HG w

punkcie 6; prostok?ty E?óH, ABeD mai? pod­
sta wy spódmierne z wy kre?lenia: b?dzie wi?c

E?bH: ABCD = E?: AB; a ?e pod?ug przy­
pusczenia

ABCD: FFGH=AB: E?; b?dzie wiec

E?6H X ABen: ABCD XEFGH = E? X AB:

AB X E.1. VVi?c
'

Eb?H: FFGH = E?: E?.

W tey proporcyi pierwszy poprzednik mni?y-,
5Zy iest od swego nast?pnika, drugi za? poprze­
dnik wi?kszy iest od swego nast?pnika z wykre­
?lenia. Proporcya zatem ta iest fa?szywa; a wi?c
i proporcya i? poprzedzai?ca ,

w którey ostatni

wyraz E? wzi?li?my mnieyszy od EF, musi by?
. fa?'sz.ywa. VV proporcyi zatem oznaczon?y g?osk?

A wyraz
BP nie mo?e by? za wielki.

Kiedy wi?c wyraz ten EF nie iest ani zama­

?y, ani zawielki do utworzenia proporcyi A; pro?

porcya zatem ta iest prawdziwa, to iest, dwa pro
....

stokqty z r?wnemi w..yso/.;o?ciami, maiq si? ial:

podstawy, cho?by podstawy by?y niesp?tmierne.
1 l
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144. Tym?e samym sposobem dowie?? mo­

?na, ?e dwa prostok?ty, kttJrych podstawy s?

równe, maia si? ?ak wy sokosci, Jako? wzi?wszy
wysoko?ci ich za podstawv , a podstawy za wyso­

ko?ci, twierdzenie to nicz?m nie bedzie sie ró?ni-

?o ud poprzedzai?cego..
•.

1 {.I:!l. Twierd. Dwa iabiekoiioiek prostobq-;

ty, AC: EG fig. 81 maiq si? iab iloczyny ich

podstaw, przez wy sokocci : to iest
, b?dzie ABCD:

EFGH=ABxBC: EFxFG.

Dowód. Na wysoko?ci FG prostokota EG

wzi?wszy FI=BC, i poprowadziwszy IK równo­

odleg?? od EF; dwa prostok?ty AC, El, maj?ce
równe wvsoko?ci , s? do siebie iak podstawy; po­

dohnie? ,d wa prostok?ty El, EG, mai?ce równe

podstawy, s? do slebie iak wysoko?ci, to iest.

ABCD: EFIK= AB: EF.

EFIK: EFGH = FI: FG.

W tych dwóch proporcvach rozmno?ywszy
wy1'a'4y sobie odpowiadai?ce , czt?ry iloczyny b?d?
w proporcvi ,

to iest

ABCD X EPIK: EFIK X EFGH = AB X FI:

EFxFG.

Podzieliwszy dwa piArws7.e wyrazy przez

EFIK, i w .16m wyrasie zamiast FI pofo?ywszy
BC, b?dzie ABCD: EFGH = AB X BC: EF X FG.

146. Wnioski. 1. Niech b?dzie prostok?t
AC i kwadrat ac fig. 82. w którvch bok AS ma 8

stop, bok BC ma 4 stopy, bok ab ma iedn? sto­

p? i bok be l stop?. Podrug twier-dzenia poprze­

dzai?cego iest ABCD: abcd z:» AB X BC: ab »cbc.

Zamiast boków po?o?ywszy lit"t,by wyra?aj?ce ich

wa?no?? w stopach, b?dzie Allen: ",bcd=32: 1,
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\IV h?y proporcyi poniewa? poprzednik 2go

stosunku iest 32 razy wi?kszy od swego nast?pni­

ka; wi?c i poprzednik 1?0 stosunku jest 32 razy

wi?kszy od swego nast?pnika; teT jest, powierz­
chnia prostok?ta ABCD zamvka w sobie 52 kwa­

dratów rÓ\\?11) ch kwadratowi ae: i gdyby powierz­
chnia kwadratu ae wzi?ta hy?a za ipdno?? do mie­

rzenia powierzchni prostokatów , mai?c dany iaki­

kol wiek prostok?t, ?atwoby znale?? mo?na, ile

razy powi-rzchnia iego zamyka w sobie powierz­
chni? kwadratuae wzi?tego za iedno??. Na tenko­

niec dosy?by by?o zmierzy? dUl1f'go prostokata
podstaw? AB i wysoko?? BC w stopach mierni­

czych, i rozmno?v? liczb? stóp podstawy, przez

liczb? stóp wysoko?ci: iloczyn oka?e ile razy po­

wierzchnia i:lanf'go prostokata zamyka w sobie po­

wierzchni? kwadratu ac wzi?tego za jedno??; czy­

li, co na i e dno wychodzi, ile powierzchnia dane­

go prostok?ta zamyka w sobie stóp kwadratowych:
kwadrat bowiem którego bok ma stop? miernicz?,
zowie si? stop? kwadratow?.

. Gdyby kwadrat wz.i?ty za ierlno?? do mie­

rzenia powierzchni prostok?tów, by? ?okciem,
pr?tern lub sznurem kwadratowym; podstaw? i

wysoko?? danego prostok?ta zmierz-yliby?my przez
?okcie, pr?ty lub sumry micrniczv ; a w ten czas

iloczyn podstawy przez wysoko?? okaza?by, ile po­

wierzchnia danego prostokata zarnvka w sobie 10k­

ci, pr?tów lub sznurów kwadratowvch. A stad

wvpada ,
:te powierzchnia prostok qta równa iess

iloczynowi iego· podslawy przez wysoko??.
Prawdo to naocznie okaza? mo?na sposobem

nast?puiacvm : Niech b?dzie prostok?t A C które­

go powierzchni? zrr:j('r?'y? mamy. Da) my ?e pod­
stawa AR. zamyka W sobie bok ab kwadratu abcd
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wzi?tego za iedno?? 8 razy; wysoko?? za? BC za­

myka w sobie fenie bo], ab 4 razy. Podzieliwszy
AB na 8 cz??ci równych, Be na 4 cz??ci równe,
i l)rzez punkta podzia?u poprowadziwszy liniie ró­

wnoodlegi'e od BC i AB, powierzchnia prostok?ta
AC podzielon? zostanie prz.ez te linii e równoodle­

gle na 4ry rz?dy kwadratów równych kwadrato­

wi ac ,
a ka?dy rz?d zamyka 8 takich kwadratów:

Iiczba zatem wszystkich kwadratów w powierz­
chni prostok?ta AC zawartych iest 4 razy 8, czy­

li 52.

Gdyby wysoko?? BC zamyka?a 'tV sobie 5,
10, 15 i t. d. razy hok ab kwadratu abcdi po­

wierzchnia prostok?ta AC hy?aby podzielona na 5,

10, 15 i t. d. rz?dów, z których ka?dy zamyka?­
by 8 kwadratów równych kwadratowi ae; a tern

samem powierzchnia ta zamyka?aby 5, 10, 15 i

t. d. razy 8 takich kwadratów, iak iest ae; to

iest, powierzchnia by?aby równa iloczynowi pod-

stawy przez wysoko??.
'

147. Wniosek. 2,. Poniewa? w kwadracie wy­
soko?? równa iest podstawie, a zatem dla zna­

lezienia powierzchni kwadratu dosy? iest zmie­

rzy? ipgo podstaw?, i znalezion? liczb? stóp, ?o­

kci, lub pr?tów i t. d. rozmno?y? przez siebie sa­

m? , cz)li podnie?? liczb? t? do drugiego stopnia.
148. IPniosek. 5. Powierzchnia równoleglo-.

boku jakiegokolwiek równa iest tak?e iloczynowi
.iego podstawy przez wysosko??: gdy? równoleg?o­
bok równy iest w powierzchni prostok?towi maj?­
cemu t? sarn? podstaw? i wysoko?? (1:18).

149. N/niosek. 4. A zatem równoleg?ohoki
mai?ce równe wysoko?ci, s? do siebie iak podstawy:
gdyz nazwawszy ieden równoleg?obok R, drugi r,

podstaw? pierwszego P, wysoko?? W, podstaw?
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drugiego p, wysoko?? W; b?dzie pov.'ierzchnia
pierwszego p XVV, powierzchnia drugiego p xW:

a zatem b?dzie R: r : P X VV: p X VV. W hiy
proporcyj dwa wyrazy drugiego stosunku podzie­
liwszy przez W, b?dzie R: r=P: p.

.

'I'vm?e samym sposobem okaza? mo?na, ?e

,

dwa' równoleg?oboki maiace równe podstawy, s?

do siebie iak wvsoko?ci; maiace ró?ne podsta­

wy i wysoko?ci, s? do sie bie iak iloczyny podsra w

przez wysoko?ci.
150. li/niosek. 5. Poniewa? tróyk?t iest po­

?ow? równoleg?oboku mai?cego t? sam? podstaw? i

wysoko?? (159); wi?c powierzchnia tróykata
równa iest po?owie iloczynu iego podstawy przez

wysoko??; albo, co na iedno wychodzi, równa ilo­

czynowi iego podstawy przez po?ow? wysoko?ci,
albo te? równa iloczynowi iego wysoko?ci, przez

po?ow? podstawy.
151. Wniosek. 6. A zatem tróyk?ty mai?ce

równe wysoko?ci s? do siebie iak podstawy: gdy?
oznaczywszy ieden tróyk?t g?osk? T, drugi t,

podstaw? pierwszego P, wysoko?? W, podstaw?
drugiego p, wysoko?? VV: b?dzie powierzchnia
19O P X i W, powierzchnia 2g0 p X i W: a za­

tem T; t -= P X i W: p X i VV. Podzieliwszy
dwa drugie wyrazy przez i W, b?dzie T: t=P: p.

T'vru?e sposobem okaza? mo?na, ?e tróyk?­
ty maiace równe podstawy s? do siebie jak wyso­

ko?ci; maj?ce ró?ne podstawy i wysoko?ci, s? do

siebie iak iloczyny podstaw przez wysoko?ci.
152. PJTniosek. 7. -Chcac znale?? powierz­

chni? iakiegokol wi?k wielok?ta, trzeba go na ....

przód podzieli? przekatnemi na tróyk?ty (95),
potem wyrachowa? powierzchni? ka?dego tróyk?­
ta pod?ug wniosku 5: summa powierzchni wszyst-
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kich tróyk?tów b?dzie powierzchni? danego wie­

lokata.

153. Twierd. Powierzchnia czworobobu

ABCD, fig. 83. w btbry m. dwu tylko boki AB,
CD s? rbumo o dlegl e

,
r?wna iest iloczynowi iego

-wysoko?ci BP, przez po?ow? summy dsobch. bo-

ków r?wnoodlegtvch:
'

Dowod. Poprowadziwszy przek?tn? AC, po­

wierzchnia tego czworoboku podzielon? b?dzie na

dwa tróykaty ACB, ACD, w których boki AB i

CD wzi?wszy za podstawy, wysoko?? pierwszego
b?dzie prostopad?a z punktu C spusczona na AB,

.

wysoko?? drugiego b?dzie prostopac??a z punktu A

spusczona na CD. Dwie te prostopad?e s? sobie

równe (74), i równe wysoko?ci czworoboku

ABCD: b?dzie zatem powierzchnia tróvkata ACB

= EF X i AB, powierzchnia tróyk?ta ACD = EF

X i CD ( lbo): wi?c
-

ACB+ACD=EF iX AB+EFXi CD: czyli
ABCD=EF (i AB +i CD); czyli

ABCD = EF ('
B -l-

CO).
2

ISL?. Twierd. \IV czworoboku ABCD ieden

z boków nie równoodlcg l ych , np. hok CB po­

dzieliwszy w punkcie M na dwie cz??ci równe, i

z punktu M poprowadziwszy l"JP równolegl ?
od

AB; b?dzie polowa summy dw?cli bob?w roamo­

odleg?ych AB i CD równa linii MP.

Dowod. Przez puukt M poprowadziwszy lin i­

i? GH ró",noodleg?? od AD, a? do przf'cj?da
si? w punkcie G z przed?u?onym bokiem CD: w

dwóch tróyk?tuch CGM, BHM, bok CM = HM

2 wykr??lenia , kc?ty przy M równe iako wj?rz­

cho?:1 iern przeciwl-g le
, k?t MCG = MBH (67)r

wi?c dwa te tróyk?ty przystana do siebie podiug
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twierdzenia 2g0 o przystawaniu tróyk?tów, a w

sczególno?ci CG = BH. Ze za? linii e AH, PM,

DG, s? mi?dzy sob? równe (7.2) wi?c 2 PM.=
AH + DG. W tern równaniu z drugiey strony
dodawszy BH, a odi?wszv CG, przez co si? ró­

wnanie nie odrnir-ni , gdy? dwie te liniie s? sobie

równe z dowiedzenia, b?dzie.
2 PM=AH +BH+DG- CG; czyli, 2 PM

=AB+DC; a zatem

PM.
AB+CD

2

155. Wniosek 1. A zatem powierzchnia
czworoboku ABCD równa iest wvsoko?ci iego EF

rozmno?oney przez Iinii? PM,
Wniosek. 2. Mo?na wi?c powierzchnia wie­

lok?ta iakiegokolwiek AD fig. 84. wynale?? tak­

?e sposobem nast?puj?cym: przez wierz.cho lki k?­
tów E, C, F poprowadziwszy liniie El, CH, GF

r-ównoodlegfe od AR, powi?rzchnia wielok?ta AD

podzielon? b?dzie na czworoboki AG, FC, HI,
i na tróyk?t EDI. Znalulszy wi?c powi?rechni?
tych czworoboków którymkolwiek z dwóch spo­

sobów podanych wy?f.y, i dodawszy ie do po­

wierzchni tróvkata EDl, summa ta równa b?dzie

powierzchni danego wielokata.

150. Zi:lgad. Dany tróykqt zamieni? na pro­

stokqt lub iakiboiuriek: równoleg?obok roumy tróy­
k?towi co do powierzchni.

Rozwiaz, W ykryslmy prostok?t lub równo­

leg?'obok , dai?c mu podstaw? równ? podstawie

danego tróyk?ta, a wysoko?? równ? po?owie wy­
soko?ci tego? tróvkata ; albo te? dai?c mu :r;odsta­
w? równ? po?owie podstawy elan' go tróyk?ta ,

a wysoko?? równ? wysoko?ci tego? tróy k?ta: pro­

stok?t ten lub równolegtobok b?dzie szukany (139).
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157. Zagad. Dany prostok?t AC fig. 85.

lub równoleg?obok iabikolwieb zamieni? na pro­

stok?t lub równoleg?obok inny, równy danemu

co do powierzchni, ktoryby mia? za podstaw?
linii? dan? EG.

RozUl. Podstaw? AB danego prostok?ta lub

równolegioboku przed?u?my do G tak aby prze­

d?u?enie to by?o równe linii daney BG; 7. punktu
G poprowad?my GH równoodleg?? odBC, a? do

przeci?cia si? z przed?u?onym bokiem AD w punk­
cie H. Poprowadziwszy przek?tn? BH, i prze­

d:tu?ywszy i? a? do zey?cia si? z przed?u?onym
bokiem AD w punkcie I, z punktu I popro?vad?­

my FI równoleg.t? od AG, która z przfld.?u?one-:
mi bokami CB, HG spotyka si? w punktach E,
F: równolegfobok BF iest szukany.

Gdy? równoleg?obok DF przez przek?tni?
HI podzielony iest na dwa tróyk?ty IDH, fFH,
równe (79). Tróyk?t IDH sk?ada si? z równo ....

Ieg?'oboku AC, z tróvk?ta BCH, i tróvk?ta ABI;'

tróyk?t IFH sk?ada si? z równoleg?oboku BF, z

trók?ta BGH, i z tróvkata IBE: a ?e trók?t BCH

= BGH, i tróyk?t ABI = IBE; wiec i równole­

g?obok AC=BF.

Albo tak: tróyk?t CBH = BGH; tróy k?t
AnI=EBI; wiec

CBH+ABI=BGH+EBI. Tróyk?t IDH=FHI.

od stron tego równania odi?wszy strony równania

poprzedzai?cego, zostanie

IDH-CBH-ABI=FHI - EBI; czyli AC

=BF ..

Uwaga. Tym samym sposohem post?pi? na­

le?y, chc?c dany kwadrat zamieni? na prostok?t
.równv kwadratowi co do powierzchni, i któryby
podstaw? mia? równ? linii dan?y .

•
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158. Zagad. Mai?c dane dwa pro?t?kqty
lub iabiekolwiek rbwnoieg?obobi ; wykresti? S CL

ktoregoby powierzchnia równa by?a summie lub

rolnicy powierzchni dwoch. rownoieg?obokoio da­

nych.

Rozw??z. Dwa dane równoleg ?obolri mai?
albo równe podstawy a wysoko?ci ró?ne; albo ró­

wne wysoko?ci, a ró?ne podstawy; albo i podsta­

wy i wysoko?ci ró?ne.

W przypadku l wszym nazwi ym y ieden ró­

wnoleg?obok R, drugi r
, podstaw? IgO P, wyso­

ko?? W, podstaw? 2go P, wysoko?? w.

Poniewa? powierzchnia równoleg?oboku, ró­

wna iest iloczynowi iego podstawy prz.ez wyso­
ko?? (148), h?dz ie .wi?c R=P X W; r =P

X w. Strony dwóch tych równa?, naprzód doda­

""szy, potem odiawsz v od siehie, b?d? dwa na­

st?pui?ce równania:

R+r=PxVV+PXw;R- r=PXW­
p X w. Czyli

R+r=P (W+w); R-r=P (W-w),
To ipst, summa powierzchni obud wu równole­

gtoboków równa iest iloczynowi podstawy iedner

go z nich przez summ? wysoko?ci obudwóch : ró?­

nica powierzchni obudwu równoleg loboków równa

iest iloczynowi podstawy ieclnego z nich przez ró­

?nic? wysoko?ci obuci wu.

A zatem chc?c wvkr?sli? równoleg?obok ró­

wny co do powierzchni dwóm danym; trzeba mu

da? za podstaw? linii? równ? podstawie iednego
z nich, a za wysokos? Iinii? równ? wysoko?ci 0-

budwu: chc?c za? wykre?li? równolegtohok, któ­

regohy powierzchnia równa by?a ró?nicy powierz­
dmi dwóch danych; trzeba mu da? za podstaw?

12
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lini? równ? podstawie iednego z danych, a za wy­
soko?? linii? równ? ró?nicy wysoko?ci obud wu.

W przypadku 2gim, kiedy wysoko?ci dwóch

danych równoleg?oboków s? równe
, a podstawy

ró?ne; nazwawszy ieden równoleg?obok R, drugi
T

? podstaw? iednego P, drugiego p, a wysoko?ci
obu dwu W, i odbywszy dzia?anie iak w)'?ey,
bedzie

·R+r=VV (P+p). R-r'=W (P-p); i t.rl.

W przypadku 5, kiedy dwóch danych ró­

wnoleg?oboków i podstawy i wysoko?ci s? ró?ne,
zamieniwszy ieden z nich na inny równy mu co

do powierzchni, który by mia? za podstaw? linii?
równ? podstawie lub wysoko?ci drugiego równo­

leg?oboku danego; b?d? dwa równolegioboki ma­

i?ce równe podstawy, iak w przypadku l, albo

równe wysoko?ci iak w przypadku 2.

Tym?e sposobem post?pi? nale?y ? chc?c zna­

le?? prostok?t równy co do powierzchni summie,
lub rÓ?nicy dwóch danych kwadratów, lub iedne­

go kwadratu drugiego prostok?ta. Lecz aby zna­

le?? kwadrat równy summie albo ró?nicy dwóch

danych kwadratów, sposoby dot?d wy?o?one nie

s? dostateczne; u latwi to jedno z nast?pui?oych
twierdze?. I

159. Twierdz. Kwadrat wykre?lony na Ii-:

nii AB, fig. 86. btbra iest summq dwóch liniy
AC i BC, sk?ada ?it; z kwadratu wykre?lonego
na linii AC, z kwadratu wykre?lonego na

linii BC, i.z dwoch prosto?iqt?io , ktarych bokami

przyleg?emi s? liniie AC i BC; czyli AB2, albo

(AC+BCy? = ACz +BC
z

+2 ACXBC.
Dowod, Na liniii AB wykre?liwszy kwadrat

ABDE, i wzi?wszy AH = AC, przez punkt H

poprowad?my HF równeleg?? od. AD, przez punkt

/
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C poprowad?my CI równoleg?? od BD. Tym spo­

sobem kwadrat AD podzielony zosta? na cz??ci:
pierwsza AG iest kwadratem wykre?lonym na li­

nii AC: gdy? wzi?li?my AH = AC; druga F I iest

kwadratem wykre?lonym na linii BCj poniewa?
AB=AE, AC=AHj wi?c AB-AC=AE-AH;

czyli CB=EH=IG=GF.

Nakonie? trzecia i czwarta cz??? s? dwa pro­

stok?ty HI, CF, których boki HG i CG równe s?

Iinii AC; boki za? HE i GF równe s?. linii BC.

Albo tak : Linii? AC oznacz.ywszv g?osk? a,

a linii? CB gtosk? b, b?dzie liniia AR = a + b.

Wi?c AB2 =( a+ b) (a+b); czyli AB'l = a
'l.

+ b2 + zab. To iest , kwadrat z linii AB równy
iest summie kwadratów z linii AC i BC, wi?cev

podwóynym iloczynem z wa?no?ci linii AC, przez

wa?no?? linii BCj czyli co na ie dno wychodzi, wi?­

cey dwoma prostok?tami z linii AC i BC.

160. Twierd. Kwadrat wykrt8lony na

linii AB fig. 87. kt6ra iest rolnic q dwóch liniy
AC, i BC, sk?ada si? z kwadratu linii AG? z l'wa­

dratu liniiBC, mniey: dwoma prostokqtami z linii

,,4C i BC; czyli
AB2 albo (AC-BC)2=AC2+BC2-2ACx Be.

Dawod. Na linii AC wykre?liwszy kwadrat

AD, i wzi?wszy AH=AB, z punktu H poprowad?­

my HF równoodleg?? od AC, i z punktu B po­

prowad?my El równoodl-gl'? od CD nakoniec na

linii HE wykre?lmy kwadrat LE.

?,atwo iest okaz.a?
,

?e LE iest kwadratem

z linii BC; AG iest kwadratem z linii AB; ?e LJ

iest prostok?tem z linii AC i BC; CI iest prosto­

k?tem z linii AC i Be. Od ca?ey figury ACD

KLH, czyli od kwadratu z Iiaii AC i od kwadra­

tu z linii Be odi?wszy dwa prostok?ty LI, CJ
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czyli dwa prostok?ty z AC i BC, zostanie AG

kwadrat z liniii AB.

Oznaczywszy liniie AC, BC groskami a i b,
i odbywszy dzia?anie iak w twierdzeniu poprzedza­
i?c?m , wypadnie ABz = (a-b) (a-b); czyli
AB2 =a2 +u2 - 2 au.

161. Twierd. Prostobat maiqcy za podsta­
wf! sumrne dwoch liniy AB, CB, fig. 88. a ich

roinice za wysokoU, równy iest roinicy kwadra-

t?w ,z tychie l?niy: czyli
.

(AB+BC) (AB-BC)=AB2-BC2.
Dowod. VV y kr??liwszv na liniach AD, A C

kwadraty AD, Al, przed?u?my AD do K tak,
aby by?o BK=BC, i clope?'niymy prostokata AL:

prostok?t ten ma za podstaw? Iiniia AK równ?
summie dwóch danych liniy AB i Be, a za wy­
soko?? linii? AE równa ró?nicy tych?e liniy:
gdy? AE=AF-FE=AB-BC. A zatem pro­

stok?t AL = (AB + BC) (AB
- BC). Ten sam

prostok?t AL = AH+BL; a ?e BL=FI, co iest

?atwo okaza?; wiec AL=AH+FI. AR + FI=

AD-Dl=AB2-BC2: gdy? kwadratDT=CB2.

VVi?c AL=AB2 -BC2; czyli (AB+BC) (AB
-llC)=AB2_BCz.

Oznacsvwszv liniie AB, Be groskami a i b,
i odbywszy dzia?anie iak wy??y, wypadnie (AB+
BC) (AB-BC)=(a+b) (a-b)=a2_b2•

162. Twierd. lf7tróykCf:cie prostobqtny m

ABC fig 8g. kwadrat AK z pr zecico prostobqt-:

ney AB rUfimy iest summie bwadratow AIf i CG

z dwiJch ramion kgta prostego.
Dowod. Z wierzcho?ka k?ta prostego C spu­

?ciwszy CD prostopad?? do AB, i przed?u?ywszy
i? a? do przeci?cia si? z bokiem IK w punkcie M,

poprowad?my linile AG, CK: k?t CBG=ABK,

po obadwa prostc : wic:_c k?t CBG+CBA =ABK
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+ CBA; cz vli kat ABG = CBK. A zatem

w dwóch tróvkatach ABG, CBK bok BG=CB ia­

ko hoki lnvadratll BE, bok AS = BK iako hoki

kwadratu AK, i k?ty mi?dzy te mi bokami zawar­

te ABG, CBK równe: wi?c dwa te tróyk?ty przy­

stan? do siebie (24), a tern samem powierzch­
nie ich s? równe. Tróyk?t ABG iest pOlO­
wa kwadratu BE: gdy? maia t? sarn? podstaw?
BG, i wysoko?? CB (74): gdy bowiem k?ty BCA

i BCE czyni?' dwa k?ty proste 7
liniie AC i CE

slcladaia iedn? linii? prost? AE (17), która iest

równoodleg?a od BG. .Tróyk?t CBK iest po low?

prostok?ta BM, gdy? maia t? sarn? podstaw? BK,
i wysoko?? BD. Gdy wi?c po?owa kwadratu BE,
równa iest parowie prostokata BM, tern sarnem i

ca?y kwadrat BE równy iest calemu prostok?to­
wi BM. Poprowarlzi wszy linii e od F do B, i od

C do I tym samym sposobem dowiedliby?my, ?e

kwadrat AR równy iest prostok?towi AM.

Lecz summa prostok?tów AM i BM czyni
kwadrat AK; wi?c kwadrat AK z prl;:>ciwpro­
stokatnev AB równy iest summie kwadratów AR

i BE z ci wóch ramion kara prostego.
16.3. Wniosek 1. Prostokat AM i kwadrat

AK mai?c te sarn? podstaw? Al s? 'do siebie iak wy­
soko?ci AD, AB: podobnie? prostokat BM i kwa­

drat AK, maiac t? sarn? podstaw? KB s? (10 sie­

bie iak wvsoko?ci BD i AB: to jest ADJ 11:

ABKI =AD: AB. BDMK: ABKI = BD: AB.

\IV tych dwóch proporcyach zamiast prostok?tów
ADMI, BDMK po ?o?vwszv równe im l wadraty
ACRF, BCEG: bedzie ACHF: AUKI=AD: AB.

BCEG: ABKI= BD: AR to iest, kwadraty z ra":

mion k?ta prostego, rnaia si? do kwadratu prze­

ciwprostokatnev ,
iak orleinki AD, BD przyleg?e

tym. ramionom, do przeci wprostok?tn?y,
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] 64. Wniosek. 2. ADMI,· BDMK m a?ce

równe podstawy, s?! do siebie iak wysoko?ci AD, BD;
to iest, ADMI: BDMK=AD: BD. Zamia,?t pro­

stok?tów po?o?ywszy równe im kwadraty, b?dzie
ACHF: BCEG = AD: BD. To iest, kwadraty
z ramion k?ta prostego , mai? si? do siebie iak

przyleg?e tern ramionom odcinki przeciwprosto­
k?tney.

16fl. Zagarl. TJTylnHli? lxoadrat ruwf/y
summie dwóch kwadratów danych.

Rozwiqz. VVykre?liwszy k?t prosty daiac mu

za iedno ramie bok iednego kwadratu, za drugie
ramie bok drugiego kwadratu danego, i ko?ce tydt
dwóch ramion z??czywszy linii? prost?; utworzy
si? tróyk?t prostok?tny, którf'go przeciwprosto­
k?tna b?dzie bokiem kwadratu szukanego (162).

166. Wniosek. Gdyhy dwa dane kwadraty
by?y sobie równe, kwadrat trzeci znaleziony
równy ich summie, by?by dwa razy wi?kszy od

iednego z danych. A zatem chc?c mie? kwadrat

dwa razy wi?kszy od danego; trzeha wykre?li?
k?t prosty, dai?c mu za ramiona dwie Iiniie ró­

wne bokowi danego kwadratu; z??czywszy ko?-.

ce tych ramion Iinii? prost?, utworzy si? tró)<?t
prostok?tny, którego przeciwprostok?tna b?dzie
bokiem kwadratu szukanego.

Uwaga. VV danym kwadracie ABCD fig.
go. poprowadziwszy przek?tni? AC, w tróyk?cie
ABC prostok?tnym przy B, iest ACz=AB2+
BCz (162) czyli ACZ = 2 ADz gdy? BC=All.

To iest, kwadrat przek?tn?y iest dwa razy wi?­

bzy od kwadratu z boku AB, czyli od kwadratu

danego,

Prawd? t? mo?na okaza? naocznie; Przez.

punkta D i B poprowadziwszy liniie HG, EF ró-
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wnoodlegl'e od. AC, a? do przeci?cia si? z Iiniia­

mi HE, GF przez punkt A i C poprowadzoncmi
równoodlegle od, DB prz ek?tney dal ego kwadra­

tu ABCD, utworzy si? nowy kwadrat EFGH, któ­

ry iest kwadratem z AC przek?tn?y danego kwa­

dratu
,

i który zamyka 8 tróvkatów równych mi?­

dzy sob?, i takich, iakich dany kwadrat ABC D

zamyka 4. VVi?c kwadrat EFGH icst dwa razy

wi?ks7.y od kwadratu ABCD.

A zatem chc?c wyhe?li? kwadrat dwa razy

wi?kszy od danego, trzeba w danym kwadracie

poprowadzi? przekatna: ta b?dzie bokiem kwadra­

tu szukanego.
167. Wniosek. Poniewa? lwadrat z prze­

katnev AC jest dwa razy wi?kszy od kwadratu

ABCD, czyli od kwadratu z boku A B, h?dzie
wiec AB2: AC2 = 1: 2. A zatem AB: AC= l:

V ?. To iest. bok kwadratu tak si? ma do prze­

katnev tego? kwadratu, iak l do pierwiastku li­

ezby 2. A ?e 1, i V 2 s? d wie liczby niespó?mirr­
ne

, gdy? prawdziwego pierwiastku liczby 2 mie?

nie mo?na; wi?c bok i przek?tna k wadratu,

s? dwie liniie niespó?mierne .

.

168. Z poprzedzai?cego twierdzenia wypa­

da, ?e chc?c wykre?li? kwadrat trzy razy wi?­

bzy od danego, trzeba narysowa? tróyk?t pro­

stok?tny, w którvmby iedno ramie k?ta prostego,

by?o 'równe bokowi danego kwadratu, a drugie
ramie równe przek?tn?y tego? kwadratu: prze­

ci wprostok?tna b?dzie hakiem kwadratu szukane­

go. Ch?c mie? kwadrat 4 razy wi?kszy od da­

nego, trzeba tróyk?towi prostok?tnemu da? ra­

miona k?ta prostego równe przek?tnev danego
kwadratu; przeciwprost?k?tna b?dzie bokiem kwa­

dratu .s:l.ukanego, albo te? wykre?li? kwadrat.
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któregoby bok by?' dwa razy wi?kszy od boku

kwadratu danego. Chc?c mie? kwadrat 5 razy

wi?kszy od danego, trzeba da? tróyk?towi prosto­

k?tnemu iedno ramie k?ta prostego równe prze­

k?m?y danego kwadratu, drugie równe bokowi

kwadratu ;) razy wi?kszego ni? iest dany; prze­

ciwprostok?tna b?dzie bokiem li wadrata szukane­

go: albo te? znale?? kwadrat równy summie da­

llt>gO i 4 rary wi?kszego ni? iest dany. Podobnie?

chc?c mie? kwadrat 6 razy wi?hszy od jlanego,

trzeba znale?? kwadrat równy summie kwadratu

danego, i pi?? razy wi?kszego ni? iest dany; albo

te? trzeba znale?? kwadrat równy summie dwóch

kwadratów innych, z którychby jeden hy? dwa

razy, drugi 4 razy wi?kszy od danego; albo na­

koniec, trzeba znalez? kwadrat 3 razy wi?l<szy

od danego; przek?tna tego kw adratu , b?dzie ho­

kiem kwadratu 6 razy wi?kszego ni? iest dany.

Tym sposobem mo?na znale?? kwadrat tyle

razy wi?kszy od danego, ile si? podoba. Lecz

mo?na tak?e i nast?puiqcym sposobem rozwi?za?

to samo zagadnienie:
Daymy ?e trzeba znale?? kwadrat 5 razy

wi?hszy od danego kwadratu ac fig. !)1. Prowa­

dz? linii? AB 5 razy d?u?sz? od holm ab danego

kwadratu; na tf?y linii jako na ?rednicy h??l? pó?­

kole; wzi?wszy potem AD=ab, z punktu D wy­

prowadzam DC prostopad?? do AB a? do przeci?
-

cia si? z okr?giem w punkcie C; nakonice pro­

wadz? ci?ciw? AC; ci?ciwa ta b?dzie bokiem

kwadratu szukanego: gdy? poprowadziwszy ci?ci­

w? CB, k?t ACB iest prosty (128), a zatem

kwadrat z ramienia k?ta prost go AC, równy

iest prostok?towi z linii AB i AD (162), ten za?

prost,ok?t mai?c podstaw? 5 razy wi?ksz? od wy-
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soko?ci AE = AD z wykre?lenia, mo?e by? po­

dzielonym na 5 kwadratów mai?cych za boki li­

nii? AD; czyli prostok?t ten mo?e hy? podzielo ,

ny na b kwadratów takich, iak iest kwadrat da­

ny ac : a zatem prostok?t ten iest od kwadratu

dane go ac 5 razy wi?kszy; a tern samem i kwa­

drat z linii AC 'b?dzie od danego kwadratu 5 ra­

zy wi?kszv.
lOg. Zagacl, Wykrdlli? kwadrat r6wny r6-

?nlcy dwóch kwadratów danych ABKI, GBGB

fig· 8g.
Rozwiqe, Kre?l? k?t prosty ACB, dai?c mu

za iedno ramie bok CB kwadratu mnieyszego; z

punktu B iako ze ?rodka promieniem równym ha­

kowi kwadratu wi?kszego, kre?l? ?uk przecinai?­

cy drugie ramie k?ta prostego w punkcie A: li­

niia AC b?dzie hakiem kwadratu szukanego:

gdy? poprowadziwszy linii? AB, w tróyk?cie ACB

prostok?tnym prz) C iest AB2=AC2+BC2. Od­

j?wszy po obu stronach BCZ., zostanie ABZ.-BC?

=AC2. To iest
j

ró?nica mi?dzv kwadratem z ha­

ku AB, którym iest kwadrat dany ABKI, i mi?­

dzy kwadratem z boku BC, którym iest drugi
kwadrat dany CBGE iest kwadrat z linii AC,

Spos?b 2. Prowadz? liniia AB fig. 91. ró­

wn? bokowi kwadratu wi?kszego z dwóch danych,
i na niey iako na ?rednicy wykrp?li wszy pótkole ,

z punktu B prowadz? ci?ciw? CB równ? hokowi

kwadratu mnievszego ,
z punktu A poprowadz.iw­

szy ci?ciw? AC, ta b?dzie bokiem kwadratu szu­

kanego» gil y? k?t ACB iest prosty (128), a za­

tem ABZ. = AC2 + BCZ.; wi?c AB? .- BCa
,

==AC?.

170. Zagad. Prostok?t ./tF .fig. 91. zamie­

ni? na kwadrat równy mu co do powierzchni,
.

15
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·J?ozwil{;z. Na wi?kszym boku danego prosto=

k?ta iako na ?rednicy, kre?l? pó.?kole; wzi?wszy
potem AD = AE, i z punktu D wvprowarlz.iwszv
DC prostopad?? do AB, a? do przeci?cia si? z

okr{'giem w punkcie C, prowadz? ci?ciw? CA;
ta b?dzie bokiem kwadratu szukanego; gdy? po­

prowadziwszy ci?ciw? cn, w tróyk?cie ACH

prostok?tnym przy C, kwadrat '/, rami pnia .k?ta
prostego AC równy iest prostok?towi z prr,e­

ciwprostok?tney AB, i z odcinka AD przyleg?ego
temu ramieniowi(162), to iest

, AC2=ABXAD;
oz vl i-, AC2= AB xAE; gdy? AD = AE z wy­
kre?lenia: to iest

,
kwadrat z linii AC równy iest

prostok?towi danemu.

171. Wniosek. Poniewa? wielok?t iakil;;ol­

-wiek mo?na zamieni? na tróvk?t (142), tróyk?t
za? na prostok?t (156), a prostok?t na kwadrat

równy mu co do powierzchni; wi?c ka?dy wielo­

k?t zamieni? mo?na na kwadrat równy mu co

do powierzchni.

172 .. TUJierd. W tróvk?cie ACB fig· 75,
z ko?ca C, boku CB przeciwnego k?towi ostre­

mu A, spu?ciwszy CD prostopad?? do AB ,ramie­
nia tego? k?ta A, b?dzie kwadrat z pr zeciwostro-:

kqtney eB równy summie bu-adratbw z dcooch.

ramion kqla ostrego AC i AB, nmiiy dwoma

prostobqtami z ramienia ?4B na które spusc.?.onct
iest prostopad?a, i z odcinku AD przyleg?ego te­

mul kqlowi ostremu A; toiest, óqdzie ?C2=
.ACz +AB2 - 2 AB X AD.

Dowód. Wtróvk?cie CDB. prostok?tnym
przy D, iestBC2=CD2+DB2 (162). VV tróy­

k4cie ACD, CD2 =AC2-AD2 (169). Liniia

·DB=AB...-,AD; a zatem DB2 =AB!2+AD2-
2 ABX AD (160). W równaniu wi?c pienv.szem, z
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clmgiey strony zamiast CD2 +DB
z

polo?ywszy­
znalezione ich wa?no?ci, równanie to zamieni si?
w nast?pui?ce :

BC2= AC2 _AD2 +AB2 + AD2 - 2 ABX
AD: czyli BCZ. = ACz + AB2_2 AR X AD.

Albo tab, Liniia DB=AB-AD: wi?c Dl?>

=AB2+A02 -2 AR XAD (160). VV b?111 ró­

wnaniu dodawszy po obu stronach CO?, b?dzie

DB2+CD2=AB'2+AD2 + CD2_2ABXAD ...... A.

W tróyk?cie CDB iest DB2 +CD2 = CB2,
w tróyk?cie CDA iest AD2 + ('?,:;,;ACI!. (162) .

. VV równaniu A z jedn?v strony 1.?
-

t DJF+CD'Z.

polo?ywszy CBZ., z drugi?y stro'lAJ zamiast AD'!

+ C02 poto?ywszy AG:/.; równanie -to zamieni

si? w nast?puj?ce: BC2 = }1.C2 +AB2-2ABxAD.

173. Twierd, W .tróyk?cie.: ACB fig. 7'5.
Nro 2 z ko?ca C bok u BC przeciwnego k?towi
roztwartemu A, spu?ciwssy CD prostopad?? do

A /3 ramienia tego? k?ta, b?dzie kwadrat z prze­

ciwroztu/artokqtney BC równy storunie kwadra­

tbw z ramion AC, AB, powiebezoney' dwoma

prostok?tami z AB i AD; to iest , b?dzie BCl.

= ACz +AB2 + 2 AB XAD.

Dowod. W tróyk?cie CDB prostol{?tnym.
przy D, iest CB2=C02+BD2 (162). Wtróy­
k?cie CDA, CD2=AC2 -AD2 (169). Linlia

BD=AB+AD: wi?c. BD2=ABz+AD2+2ABX
AD (159). VV równaniu wi?c pi?rwsz ?m zamiast

(;02 +BD':/, polo?ywszy znalezione ich wa?no-
I. ,\ •• • •

SCl, rowuarue to zarmeru SI? w nast?pm?ce :

CB2=AC2_AD2+ AB2+AD? +2ABxAD:

czyli CE2 = AC2 + AB2 + 2 ABXAD. Sposób sgi
iak w twierdzeniu popr-z.edzaiacóm.

174. Wniosek. Z trzech ostatnich twierdze?

wypada ,
?e .mai?c W liczbach wyra?one trzy bo-

'.
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ki tróyk?ta, mo?na doy?? czyk?t przeciwnv któ­

remukolwiek z boków iest prosty, ezy ostry, czy

roztwarty. Je?eli kwadrat z jednego boku jest

równy summie kwadratów z dwóch innych bo­

ków, k?t przeciwny pierwszemu bokowi iest pro­

sty: je?eli za? kwadrat iednego boku iest mniey­
szy lub wi?kszy od summy kwadratów z dwóch

innych boków
, k?t ·przeciwny bokowi pierwsze­

mu b?dzie w pierwszym przypadku ostry, w dru­

gim roztwarty.
175. Twi?!.. W troykqcie ABC fig. 92•

podzieliwszy podstawe AB na dwie r?sone cz?­

?ci w punkcie B, i poprowadzicoezy: Iinii? GB,
bedzie AC2_ ?-BGz=2AE2+2GB2.

Dowod: Z wierze ??ka k?ta C spu?ciwszy
CI) prostopad?? do AB, :vi! tróyk?cie CDE pro­

stok?tnym przy D, k?t CED iest ostry (87), a

zat?m w tróyk?cieACE ie:otAC'1.= AE'1.+CE'1._
??.E X ED (172).

W tróyk?cie CBE, którego k?t CEB iest

roztwarty (15), iest BC'1. = CEz + BE 2

+ 2BE X

ED (17S)?czyli BC'1.=CEz+AE+2AE'1.XED: gdy?
BE=AE.

Dodawszy strony równania pierwszego i osta-

tniego, b?dzie\
.

AC'1. + B(;Z = AE2 +CE2 + CE2 +AE2. - 2AE

XED+2AEXED; czyli
AC2 +J3C2=2AE2+2C?2.

176. Wniosek. A zat?m w ka?dym równo­

leg?oboku ABCD fig, 41. summa kwadratów ze

czterech boków, równa iest summie kwadratów

z dwóch przek?tnych AC, BD: 'gdy? przek?tne
te w punkcie F dziel? si? na dwie cz??oi równe;

trókaty bowiem DFC, AFB, w których bok De

?AB (79), lf?t DC!i':::;:::BAF ?
j k?t CDF=ABF,

...

.

?.
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iako naprzemianleg?e wewn?trzne, przystan? do

siebie (26), a w sczególno?ci DF = BF, i AF =

CE. Wi?c w tróyk?cie ABC, pod?ug twierdze­

nia poprzedzai?cego ,
iest AB2 + Bez = 2AF2 +

2BF2. Podobnie? w tróyk?cie ADC, iest DCz+
ADz = 2AF2+2DF2, .czyli DCz + AD2 :::;::= 2AFz

+ 2BF2 ; gdy? DF=BF z dowodzenia.

Dodawszy strony równania pierwszego i osta­

tniego, b?dzie

AB2 +BC2+DC2+AD2=/?IAF2+4BF2 .... A.

Lecz AC=2AF; wi?c AC2=4AF2; BD =

2BF; wi?c BD2 =4BF2: W równaniu A zamiast

4AF2 + 4BF2
, po?'o? vwszv AC2 + BD2, b?dzie

ABz+Bcz+DC2+ADz =AC2+BD2, to iest,
summa kwadratów ze czterech boków równo]e­

g?oboku, równa iest summie kwadratów z dwóch

iego przek?tnych.

R O Z D Z I A ? VII.

Opodobienstwie wielobqtow , a naprzód trby­
kqt6w, i o proporcyonalno?ci ich boków.

177. Twierd. W tróyk?cie iakimkolwiek

ACB fig. 95. poprowadziwszy Iiniia DE równo­

odlegle od postawv AB; liniia ta podzieli boki

AC, BC na cz??ci proporcy onaine: to iest b?­
dzie CD: AD=CE: EE.

,

Dowod. Poprowadziwszy linii e proste AE

BD, dwa tróyk?ty ADE, BDE stoiace na ie dn?y
podstawie DE, i mai?ce wierzcho?ki swoie A i B

na linii AB równoleg?'?v od podstawy, mai? ie­

dnakowa podsta w? i wysoko??: a t?m samem s?

.sobie równe co do powierzchni (1,40 ?
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Dwa h?ó)k?ty CDE, D"AE, maj?ce podsta-'
wy na linii CA, a' spólny wierzcho?ek w punkcie
E, maj? równ? wvsoko?o ,

a z at?rn s? do siebie

i lk podstawy (151): to iest
,

CDE: DAE=CD: AD:-:-:-A.

Podolmie? tróyk?ty CDE i BDE mai?cc pod­
sta wy na Iiuii BC, a spóln y wierzcho?ek w pun­

kcie D, maia równ? wysoko?? ,
a zatem s? do

siebie iak podstawy: to icst
,

CDE: BDE= CE:

EB; czyli CDE ? DAE=CE: ER;" .... fi. gdy?
tróyk?t BDE = DAE co do powierzchni, iako?my
dowiedli wy?ey. Porównawszy z sob? dwie pro­

pC):rcye A i B, postrze?emy ?e dwa pierwsze w.y­

razy CDE, DEA', w obudwu proporcyach s? te

same: wi?c tak si? ma piprwszy poprzednik do

swego "nast?pnika. w pi?rwszev proporcyi, jak pier­
wsz y poprzednik do swego nast?pnika w drugi?y:
a zat?m b?dzie te? i drugi poprzednik do swego

nast?pnika w pierwszey, iak drugi poprzednik do

swego nast?pnika w drugipy proporcyi: to iest ,

b?dzie CD: AD = CE: EB.

178. Wniosek. 1. Poniewa? lest CD: AD

= CE: EB; wi?c te? b?dzie
iod CO'+AD; CD=CE+EB: CE; czyli,

AC: CD= BC: CE;
sre CD+AD: AD=CE+EB: ER; czyli,

AC AD=BC: EB.

179' lVr?iosek. 2. Kiedy dwie linie proste

AB, CD, fig. 94: iakiekolwiek po?o?enie wzgl?­
dem siebie mai?ce , przeci?te s? od iakieykolwiek
liczby liniy mi?dLY sob? równoleg?ych AC, EF GR

itd. cz??ci dwóch pierwszych liniy zawartel:ni?­
dzy . równoleg?emi s? sobie proporoyonalne, to iest,

b?dzie AE: CF=EG: FH=BG,: DH.
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Jako? przeJ..l:'u?ywszy liniie All, CD a? do

przeci?cia si? w punkcie S, w tróyk?cie SEF,

którego, boki SE, SF przecina liniia AC równole­

gle od podstawy EF, iest SE: AE = SF: CI:'

(l78); czyli SE: SF=AE: CF:-. -:A.

Podobnie? W tróvkacie SGB, którego ho ki

SG, SH przecina liniia EF równolegle od pod­

stawy GH, iest SE: SF=EG: FU: _,o - B.

Porównawszy z sob? proporcyc A i B, b?-

dzie AE: CF=EG: FR.
.

Podobnymze sposobem dowic?d? mo?na ?e

EG: FH=BG: DH.

180. 1 unertl, Gdy w tróyka.cie ABC fig· 95•

liniia DE dzieli dwa którekolwiek boki "P: AC,

BC na o???ci proporcyonalne; liniia ta DE b?-

e?zie od trzeciego boku .ElB równoodlpg?a. .

Dowod. Jako? gdyby liniia DE niebytu ró­

wnoleg?'a od AB, natenczas z punktu D mo?na­

by by?o wvprowadz i? inn? iak? linii? np. DF orl

holm AR równoleg?'?. A zatem w tróyk?de ACB?

którego dwa boki AC, BC przecina liniia DF ró­

wnoleg?a od boku trzeciego AB, hy?aby nast?pu­

i?ca proporeya: AC: CD = Be: CF; a ?e podtug

za?o?enia AC: CQ=BC: CE; wi?c gdy 5 wyra­

zy pierwszey proporcyi równe s? trzem odpowia­

daj?cym wyrazom drugi?v proporcyi ,
cz warty wy­

raz w pierwsz ?y powinien by? równy czwartemu

wyrazowi drugiey proporcyy; czyli powinno hy0

CF = CE. To iest
,

Iiniia z punktu D y'yprowa­

dzona równoodlegle od bolm AB powinna bok CH

przecina? w taki?v odleg?o?ci od wi?rzcJ.lO?ka C,.

'W ial{iey odleg?o?ci przecina go'"liniia z tego? pun­

ktu D wyprowadzona, i dziel?ca dwa boki AC,

. Be proporcyonalnie: czyli, co na iedno wychodzi,

puukta F i. E powinny si? znaydowa? na, boku Be
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w iedney?e edleg?o?ci od punktu Ci a zatem dwa

te punk-ta F i E powinny hy? iednym?e punktem;
a. tern samem liniie DE, DF, z których r sz« dzie­

li boki AC, BC proporcyonalniie , 2ga iest równo­

leg?a od bóku AB, sk?'adai? iedn? linii?, bo przez

dwa punkta iedna tylko Iirriia prosta przechodzi?
mo?e.

181. Twierd. W tróyk?cie jakimkolwiek

ACB fig. 96. podzieliwszy ieden z k?tów np. k?t,
C na dwie równe cz??ci Iinii? .CD; liniia ta po­

dzieli b?k AR na dwa odcinki ",lD i DB P'?":

porcyonalne bokom przyleg?ym; to iest , b?dzie
AC: BC=4D: BD.

Dowod, Wyprowadziwszy z punktu A linii?
AF równoodleg l? od CD, a? do przrci?cia si?
w punkcie F z przed?u?onym bokiem BC; w tróy­
k?cie ABF, w którym Iiniia C O iest równoleg?a
od AF: iest CF: BC = AD: BD (177):

Nadto k?t CAF=ACD iako wewn?trzne na­

przemianleg?e wzgl?dem siecznev AC i równole-··

g?ych AF, CD; k?t ACD=DCB pod?ug za?oze­

riia ; k?t DCB = AFC iako jednostronne odpo­
wiadai?ce wzgl?dem sieczn?v FB i równoleg?ych
AF, DC; a zatem k?t CAF=AFC. Wi?c tróy ....

k?t ACF iest równoramienny (52) i i bok CF=

AC. W powy?sze y wi?c proporcyi po?o?ywszy
AC zamiast FC, b?dzie AC: BC=AD: BD.

l82. Zagad. 1. Przez punkt D wzi?ty od

upodobania mif!dzy ramionami k'l/a C, fig. 97.

poprowadzi? liniiq AR tak, 'aby cz??ci iey.AD,
BD, b,!d?ce miedey' ramionami k?ta C i pun­

ktem D by?y roione.

ROZW?(F. Przez punkt D poprowadziwszy DF

równoodleg?? od BC, wzi?? FA = CF; i prze?

punkta A
? D poprowadzi? linii? prost? ADB: lh
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iiiia ta: iest szukana: gtl y? w tróvlc?cie ABC iest

AF: CF=AD: DB (177), a ?e AF=CF z wy­

kre?lenia, wi?c i AD = D B.

185. Zagad. 111aiqc dane 3 liuiie AC, Be,
DC fig. 98 znale?c czwart? proporcy onalnq,

Rozw: VVyhE!?liwszy ki?t iskikolwiek C, na:

icdnvm iego ramieniu bior? CA równ? ] szey li­

nii dan?y ,
i CB równ? 2gi?y linii Jan' y ?

a na

drugi?m ramieniu bior? CD równ? 3ciey linii dan?v:

z??czywszy potem punkta A i D Iinii? prost? AD,
i z punktu B poprowadziwszy liE równoodlegl..
od AD, a? do przeci?cia si? z bokiem CD w pun­

kcie E" Iiniia CE iest szukana: gdy? w rróvk?r-ie
ACD iest AC: BC=DC: CE (178)'

184. Uwaga. Gdyby druga liniia dana eB

by?a d?u?sza od pi?rwszev AB, znale?liby?my 4li:?

proporcvonaln?-tym?e samym sposobem, z t? tyl­
ko odmian?, ?e liniia CB równa 2giey linii da­

ney wypad:taby na przed?u?eniu boku AC; a linia

CE na przed?u?eniu boku CD.

Gdyhy 2ga i 3cia liniia dana by?y sobie 1'0-

wne, na ten czas linii a sz'ukana by?aby '5ciq ci?g??
ieoruetrvcznie proporcyonaln? ..

W yl{y'eslenie iest

to samo; Kre?li si? naprzód iakikolwiek k?t 9,
potem wzi?wszy CA równe pierwszey linii dan?y,
a CB i Cb równe mi?dzy sob? i równe drugiey li-­

nii dan?y , punkta A i b ??cz? si? linii? pr'oft? Ab;
a z punktu B prowadzi si? B? równodlegla od Ab:·

Iiniia Ce iest szukana
, gdy? w tróvk?cie ACb iest

AC: CB-=Cb'; Ce ; czyli AC: CB=CB: Ce: al­

bowiem Cb=CB.

185. Wiedz?c sposób , którym si? znayduie
IJda lininiia ieometrvcznie proporcvonalna, mo?na

d wa zagadnienia wy?ey podane (157, 158) roz­

, ..... i?z?.? innym sposobem.
14
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Zagad. Dany prost?k?t AC lub r?sonote­

globok iakikolwieb fig 85. zamieni? na prostok?t
lub rownolegiobob inny równy danemu co do

pow?er.zchni 1 l.:tóryby mial za potlstawe liniiq
dan? EG.

Razw. Do dan?v linii BG, do podstawy AB

i wysoko?ci Be danego prostok?ta, szukam 4tey
ieomytrycznie proporcyonaln?v BE, ta b?dzie wy­

soko?ci? szukanego prostok?ta : gdy? podlug wy­
kr??lenia iest BG: AB=BC: BE; wiec BGxBE

= AB X Be; to iest: powierzchnia
-

prostok?ta
znalezionego ,

równa powierzchni prost?k?ta da­

nego.

186. Zagad. Mai?c dane dwa prostobqtv'
lub rownoleg? abobi , których podstawy i wy?oko­
sci li? rb?ne , wykre?li? trzeci ktbregoby powierz­
chnia r?uma by?a summie lub róZnicy powierz-.
chni dwóch równoleg?oboków danych.

Rozw. Nazwawszy pewierzchni? fednego r'ó­

wnoleg?'oboku R, iego podstaw? P, wysoko?? 'iV;

powierzchni? drugiego r. podstaw? p, wysoko??­
w, b?dzie R=PXW; r=p X w. A zatem R+
r=PXW+px w; R -r=PxW +t/»:

UJ ;-;-:-; -; -: -:-A.

Do obudwu podstaw P i p, tudzie? do wy­
soko?ci w, znayd?my 4t? ieometrycznie propor­

eyonaln? (183), któr? nazwiymy 1\1" b?dzie P:

p=w: M. wi?c PXM=pxw.
W równaniach A, zamiast p X w, po?o?ywszy

Px M, równania te zamieni? ei? w nast?pui?ce:
R+r=PXW+PXM=P (W+M); R-r

= p XW-PX M=P (V\T-M): to iest, sum­

ma lub ró?nica powierzchni dwóch równoleg?o­
boków danych, równa iest '3mu mai?cemu pod­

staw? równ? podstawie iednego z dWOcll danych,
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a wysoko?? równ? summie lub ró?nicy wysoko?ci
tego? równolegleboku danego, i 4tey ieometry­
cznie propor-cvoualnev do obudwu podstaw i wy­

soko?ci 2go rownolegtohoku danego.

187. Zagad. Maiqc dane dwa prostok?ty
AC i BG fig. 81, wyrazi? ich stosunek w liniiach:

to iest
, znale?? dwie liniie proste, któreby si?

tak mia?y do siebie, iak si? mai? dwa dane J:lfO­

stok?ty.
Rosxo, Do wysoko?ci. BC iednego ,

do pod­

stawy EF i wysoko?ci FG drugiego prostok?ta da­

nego, szukam cz wartev ieometrvcznie propo:r-cyo­
naln?v

, któr? nazwiymy M. Prostok?t AC tak

si? b?dzie mia? do prostokata EG, iak podstawa
AB do linii znalezion?v M: gdy? ABCD: EFGH=

ABXBC: EFxFG (145); ?e za? pod?ug wy­
kre?lenia BC: EF: =FG: M; wi?c BCXM=
EF X FG. VV pierwszev proporcyi zamiast EP X

FG po?o?ywszy Be xM; proporcya ta zamieni

si? w nast?puiac? : ABCD: EFGH = AB X BC:

BCxM. Podzieliwszv dwa drugie wyrazy prze?

Be, b?dzie AB<;;D: EFGH = AB: M.

) 88. Tym samym sposobem post?pul?c mo­

?na znale?? dwie liniie któreby si? tak mia?y do

siebie, iak dwa dane kwadraty. Moinaby te? za­

gadnienie to rozwiaza? sposobem nast?puj?cym;
Niech b?d? AC, AF, fig· 9!?, boki danych

kwadratów , których stosunek wyrazi? mamy
w liniiach. Prowadz? Iinii? AB, jakieykolwiek
d?ugo?ci, byleby wi?ksz? od AF holm kwadratu

w i?ksz ego z d wóch danych: na linii AB iako

na ?rednicv wykre?li wszy pó?kole, z ko ?ca A ?re­

dnicy AB prowadz? dwie ci?ciwy AC, AP pier­
wsz? równ? bokowi danemu AC, drug? równa

bókowi danemu AF; '" punktu C i F spuszcaam

...
. .... : •... :.

? o«. }. ..:.;
..

,
.' .-

l .-
.... }. -: .!. •

• -.. '. fi : ••
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•
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CD, FG prostopad?e do AB: odcinki AD) ?G

s? Iiniiami szukanemi; to iest, d wa dane k waclra­

ty bycf? si? mia?y do siebie iak linile AD, AG. Jako?

poprowadziwszy ci?ciwy CB, FB) k?ty ACB,
AFB s? proste (128). A ?e AC2 = AB X AD,
AF2=ABXAG (162); wi?c AC2: AF2=AB

X AD: ABxAG; czyli AC2: AF2 = AD: AG.

Albo tak. Kre?l? k?t prosty daiac mu ra­

miona równe bokom dwóch kwadratów danych: po.."

prowadziwszy potem przeciwprostok?tn?, i z wierz­

cho?ka k?ta prostego spu?ciwszy do niey prostopa­
dt?, przeciwprostakatna podzielona b?dzie na dwa

odcinki, które s? liniiami szukanem i (164).
189. Je?eli dwa tróyk?ty ABC, abc fig.

100. Scf: r?wnobotne, to iest takie, ?e k?t 1'\ =a) B=b,
C= G; i ie?eli boki ich odpou/iadaiqce , czyli
przyleg?e ??tom równym s? mi?dH sob? propor­

cvon?lne t to iest
, gdy iest AB; ab =13C: be =

?C; ae; takie dwa tróyk?ty pazywa? b?dziemy
porf,olmymi, Tniangula similia,

.

VV ogólno?ci wszystkie wielok?ty równok?tne,
i których boki odrlpowiadai?ce, to iest

, przyleg?e
}«!tom równym) s? mi?dzy sob? proporcyonalne,
zwa? h?dziemy podobnemi, l tak np. pi?ciok?ty
ABCDE,q,bedefig. 108. s? podobne, ie?eli l{?tA=

a, B = b, (;=e, D= et E=e; i ie?eli iest AB:

ab=BC: be=CD: cd=DE: de=AE: ae.

] go'. T?ie?d.' Jeleli dwa tróykqty ABC, abc

fig. 100., sl'! rownokiqtne , b?dq tei boki orlpowia­
daiqce proporcy onaine , ? ten? samem, tTÓy!.:qty
{e bflllq podobne.

'

Docood. Na holm AC wzi?wszy CD = (te,

na boku CB wzi?wszy CE= cb i poprowadziwszy
DE; w dwóch tróyk?tach CDE, eab, bok CD =

ac
,

bok CE=cf., z wvkr?slenia ,
i k?ty mi?dzy tf'-

......
. .... . .

;
.

.. ? ... : ..
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mi bokami zawarte C i e równe z za?o?enia; wi?c
dwa te tróyk?ty pr1,ystan? do siebie pod?ug Twierd.

1. o przystawaniu tróyk?tów; a w sczególno?ci
hok DE=ah, i k?t CDE = eab; ?e za? k?t eab

= CAB pod?ug za?o?enia, wi?c i k?t CDE= CAB,
a tt?m samem liniia DE iest równolegl'a od AB

(67). B?dzie wi?c AC: DC=BC: eR (178),
czyli AC: ab=BC: be; gdy? ac=DC, bc= CE.

W tróvk?cie ABC z punktu E poprowadzi­
wszy EF równoleg?? od AC, b?dzie BC: 'CE =

AB; AF czyli BC: be=AB; ab: gdyi be=CE,
AF=DE=ab.

T? ostania proporcy? z??czywszy z powy?sz?
AC: ae=BC: be; b?dzie AC! ac=BC: bc,=AB;
.a,

19 1. ?J7 nioski
.

1. St?d wypada, ?e dwa

tróY.k?lty s? r ?wnok?tne ,
a t?rn samem podobne,

gdy d wa k?ty iednego równe s? dwom k?tom dru­

giego tróvk?ta : gdy? i trzeci k?t pierwszego musi

hy? równy 517Zlt k?towi drugiego tróyk?ta (84),
192. Wrtios. 2. Dwa tróyk?ty s? tak?e równok?­

tne a tern samem podobne , gdy hoki iednego s? ró­

wnoodleg?e wzgl?dem hoków drugiego tróyk?ta:
ho ie?eli boki CA, CB fig. 100. s? równoodleg?e

wzgl?dem hoków ca, cb, a boki CB, AB s? równo­

odleg?e wzgl?dem boków cb
, ab; b?dzie k?t C =

e, kat B = b, iako zawarte mi?dzy ramionami

wzgl?dem siebie równoodleg?'emi ,
i rozchodz?ce­

mi si? \V iedn?? stron? (70), a zatem dwa te tróy­

k?ty s? podobne pod?ug poprsedzai?cego wniosku.

Je?eli za? w dwóch tróykcltach ABC, abc , fig.
lal. boki AB i ab, AC i ac, wzgl?dem siebie ró­

wnoodleg?e, rozchodzi? si? w strony przeciwne

przed?u? ywsz y bok CB a? do przeci?cia si? z bokam

c?b, ac w punktach et, j", w dwóch tróvkatach ?BC
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ad]", k?t CBA=jda iako naprzemian legle ze­

wn?trze wzl?dem siccsn?v Cj, i dwóch równoodle­

g?ych AD, ab ; k?t ACB= ajd, iako naprzemian­

Jeg?e wewn?trzne wzgl?dem sieczn?v Cj, i dwóch

równoodleg?ych AC, ae; wi?c dwa te tróyk?ty ABC,

adf s? równok?tne (191). A ?e trók?ty ad]; abc

s? równokatne , gdy? mai? k?t a spólny , k?t adj
= abc iako icdnostronne odpowiadai?ce wzgl?dem
siecz n?v ab i dwóch równoleglvch e!, be. wi?c i

tróyk?ty ABC, abc s? równok?tne.
J93. ?Yniosek 3. Nakonif'c dwa tróyk?ty s?

tak?e równok?tne a tern samem podobne,gdy boki

;iedllego s? prostopadle wzgl?dem boków drugiego
tróvk ?ta. Jako;t gdy w dwóch tróyk?tach CAB, cab

jig. 102, boki AB i ab
, AC i ClC, BC i be s?

wzgl?dem siebie prostopad?e; z wi?rzholka k?ta C

wyprowadziwszy iedn? linii? CD prostopad?? do

en a t?rn samem równoleg?? od cb (58'); drug?
CF prostopad?? do AC a tern samem T(>wnoodle­

gt? od ac
, b?dzie k?t DCB = ACF iako proste

? wykre?lenia. Dodawszy po obu stronach k?t
RCF, b?dzie DCB+BCF=ACF+BCF: czyli DCF

=ACB. A ?e k?t DCF= bca, iako zawarte mi?dzy
ramionami wzgl?dem siebie równoodleg?emi z wy­

kre?lenia, i roschodz ?cemi si? w jedn?? stron?, wi?c
i k?t ACB = bca.

Podobnie? z punktu A wyprowadziwszy iedn?
lini? AG prostopad?? do AB, a/tern samem ró­

wnoodleg?? od ab , drug? AR prostopad?? do AC,
a tl:m samem równoodlegl? od ac , b?dzie k?t CAH

-.---BAG iako profte z wykre?lenia. Odiawszy po obu

stronach k?t CAG, zostanie CAH?CAG=BAG

?CAG; czyli GAR=BAC. A ?e k?tGAR=bac?
iako zawarte mi?dzy ramionami wzgl?dem siebie

równoodleg lemi z wykre?lenia, i rozchodzqccmi si\,
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W iedn?? stron?: wi?c i k?t BAC= bac. Dwa

wi?c tróyk?ty BAC, bac s? pod?ug. wniosku 1. ró.,

wnok?tne ,
a tern samem podobne.

Gdyby tróyk?t abc znavdowal" si? wewn?trz

tróykata ABC, jak iestfig. pod liczb? 2, dowodze­

nie by?oby ieszcze ?atwieysze: gdyz W czworok?cie
A daf summa wszystkich k?tów waiy 4 k?ty pro­

ste (95): a ?e dwa k;-?ty prz y d j j wa?? d wa k?ty
proste z za?o?enia, wr?c k?t dafryJ k?tem A, wa­

?y dwa k?ty proste. Ten?e sam k?t da! z k?tem
przyleglym cab, wa?y tak?e dwa k?ty proste:

wi?c k?t A= cab. Tym sposobem okaza? mo?na,
?e k?t B = cba; a zatem dwa tróyk?ty A CB

,
ocb

?? równok?tne, a tem samem podobne: b?dzie
wiec AB: ab=BC: be AC:=ac.

•

194. Uwaga. Uwa?a? hl nale?y lud, ?e

kiedy dwa troyk?ty ABC, abc fig. 100, s? ró­

wnokatne
,

boki ich te s? odpowiadai?oe a tern sa­

mem proporcyonalne ,
które s? przeciwne k?tom

równvm ; i tak np. boki BC i be przeciwne k?tom
równ ym A i a, s? bokami od po w iadaiacerni : 2 re,

?e kiedy dwa tróyk?ty ABC; abc fig. 1.01. mai?
boki wzgl?dem siebie równoodlegle ,

te boki s??

odpowiadai?ce ,
a tern samem proporcyonalne, któ­

re s? od siebie równoodleg le; 5c?a, Ze kiedy dwa

tróyk?ty ABC, abc, fig. 102. mai? boki wzgl?dem
siebie prostopad?e; te boki s? proporcvonalne , które

s? wzgl?dem siebie prostopad?e.
195. Twierd. Je?eli we dwóch tróyl.:qtach

trzy boki w iednym sq proporcv onaloe , wzgl?den/f
trzech bolibw w drugim tróyk?cie, takie dwa trby-:

k?ty s? rbwnobqtne a tern samem podobne.
Dowod. Niech b?d? dwa tróyl<?ty ACB,

acb fig. 105. których boki s? mi?dzy sob? pro­

porcyonalne: na okazanie ?e trók?ty te s? równo-
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katne a tern sam?m podobne, na boku AC wzi?=

w?zy CD=acj i poprowadziwszy DE równoodle­

g?? od AB? dwa tróyk?ty ACB, PCE s? podobne

(190, b?dzie wi?c AC: CD=CB: CE=AB:

DE.) Lecz z za?o?enia iest AC; ae=CB: cb=AB:

ab. \V tych dwóch ci?gach stosunek pierwszy ci?­

gu 190 równy iest stosunkowi pierwszemu ci?gu
2g0: gdy? CD = ac z wykre?lenia; a zatem wszyst­
kie stosunki olwdwu ci?gów musz? by? mi?dzy

sob? równe. A ze poprzedniki ci?gu 190 równe

s?

.

poprzednikom ci?gu 2go, wi?c i nast?pniki
w ci?gu 1 wszym musz? by? równe nast?pnikom
"V ci?gu sgim ; to iest CE = cb

? DE= ab. Dwa

wi?c trók?ty CDE; acb przystan? do siebie (28),
a t?m samem s? równokatne : a ?e tróyk?ty CDE,
ACB s? równok?tne, wi?c i trók?ty acb i ACB

s? równok?tne, a tern samem podobne (190).
196. Twierd. Dwa tr6ykqty SCf: podobne,.

gdy dwa toki iednego SCf: proporcy onaine wzgl?­
dem dw6ch bokowo drugiego trbykqta,. i gdy k?­

ty mi?dzy tern i bokami zawarte, 8q sobie r?wne.

Dowod. Niech b?d? dwa tróyk?ty ACB, abc

fig. 105. w których k?t C=c, i AC: ac=BC:

be. Na boku AC wzi?wszy CD=ClC, na boku

CB wzi?wszy CE==bc; i poprowadziwszy DE, dwa

tróyk?ty CDE, cab przystan? 00 siebie pod?ug.
Twierd. :i o przystawaniu tróyk?tów a tern samem

s? równok?tne. Poniewa? za?
.

pod?ug za?o?enia'

ieet AC: ac=BC: bc; b?dzie wi?c AC. CD=BC:

CE; gdy? CD= ac, CE=bc'.

Wi?c Iiniia DE iest równoleg?a od AB (180)"
a tern samem tróvk?ty ABC J DEC s? równo ka-.

tne : ?e za? tróykat DCE iest równok?tny z tróy-

...
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t?lem acb , wi?c tróyl;';:Jty ACB, acb s[! równok?­
tne, a t?m samem podobne (190) .

. 197. Zagad. Na dan?'Y [linii AB fig. lOS.

1-pystawi? tr.uykqt podobny danemu ach.

Ruzw. Sposób i. Przy punktach A i B,

kre?l? k?t A = a i k(:?t B = b, ramiona tych k?tów

przerl?'u? am a? do przeci?cia si? w punkcie C:

tróyk?t ACB iest szukany "( 19 l)'

Sposób 2. Przed ?u?am bok ab do d, tak aby

hy?a linii a ad = AB; przez punkt d prowadz ?

równoodlegl ?
od be a? do przeci?cia si? z prze-.

rl?u:honym bokiem ac w punkcie j: tróyl_?t adf
iest szukany (196).

.?s

.

Sposob 3. Do au, AD i ac szukam linii 4tey

ieometrycznie proporcyonal ney (18 S). Przy pun­
kcie A na daney linii AB, kre?l? k?t A = et, da­

i?c mu za drugie ramie znalezion? 'dq ieomytry­
cznie proporcyonaln?: konce tych dwóch ramion

??cz? linii? prost? i b?dzie tróyk?t podobny da­

nemu (196).,
.

• S605Gb 4 ty. Szukam 4te'y ieomytrvcznie
proporcyonalnn?v ; ] od. do ab , AB i ae; sre ,

do ab AB·i be, i na linii AB kr??l? trókat ABC

dai?c mu 'ta Loki AB i IW d wie !J,te proporcyo­
nalne znaleziorre

, b?dzie tróyk?t ABC podobny
danemu (1gb).

198. Twierd. Z pnnkfu A, fig. 104. popro­
wadzi wsz y iak?kol wiek liczb? lini y A B, A C, AD
i t. d. którebv si? przycina?y z .dw,iema równooule­

g?emi GL i BF; liniie te AR, AC i t. d. r«:
dzielone bf!do UJ punlitacb przeciecia si! z ruwnoód­

leg?em i na czesci proporcyonalne ,
i liniie 1'0-

wnoodleg?e b?dC;; itd.:ie podzielone Tut cZ??ci prb­

l'orcyonalne.
15
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Dowod. Dwa tróyk?ty ACB, AHG, mai? .....

ce k?t przy A spólny i k?t ABC= AGH (67)1
e? podohne (191). Dla tey?e przyczyny dwa

tró:yk?ty ACD, AlH s? tak?e podobne. To?' mó+ ,

wi? o tróyk?tch AED, AKl, tudzie? o tróyk?­
tach AFE

.. Al.K. Boki zatem tych tróyk?tów s?

mi?dzy sob? proporcyonalne: b?dzie wi?c.
AB: AG=AC: AH=BC: GH.

AC: AH=AD: Al=CD: HI.

AD: Al = AE: AK=DE: lK.

AE: AK=AF: AL=EF: KL.

Wszystkie te stosunki s? równe: gdy? W"

ka?d ym ci?gu stosunek drugi iest ten sam, co

w nast?puj?cym oi?gu stosunek pierwszy. _ Wzi?­

wszy naprzód te tylko stosunki, których wyra­
zami s? Iiniie z punktu A poprowadzone .. b?dzie.

AB: AG =AC: AH=AD: Al=AE: AK=

AF: AL; wi?c.
AB-AG: AG =AC-AH:AH=AD-Al:AI

i t. d.; czyli.
BG: AG == CH: AH =DI: AI=EK: AK = FL ?

AL; to iest, liniie AB, A C, AD i t. d. podzielo­
ne s? na cz??ci proporcyonalne.

Wzi?wszy potem w 4 powy?szych ci?gach
te tylko stosunki, których wyrazami s? cz??ci
dwóch liniy równoodIeglych GL, BF, b?dzie.

BC: GH=CD: HI=DE: IK =EF: KLi to

iest ,
liniie równo odleg?e GL, BF podzielone s?

na cz??ci proporcyonalne.
199. Zagad. Dana linilf: MN podzieli? na

czesci proporcyonalne czesciom linii BP.

Rozw. Na linii BF kre?l? tróyk?t równo­

boczny BAF; wzi?wszy potem AG = MN, i AL

= MN, i poprowadziwszy linii? GL, punkt A

z punktami podzia?ów linii BF ??cz? Iiniiami pro-,
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sterni AC, AD, AE, które linii? GL przecinaia
w punktach H, I, K na cz??ci proporcyonalne
cz??ciom linii BF: gdy? AB = AF, i AG = AL

z wykre?lenia: b?dzie wi?cAB: AG=AF: AL.

Wi?c Iiniia GL iest równoodleg?a od BF (180),
a tern sam?m dwa tróyk?ty AGL, ABF s? po­

dobne: b?dzie wi?c AB: AG=BF: GL. Wtey
proporcvi poprzednik drugi BF, rowny iest po­

przednikowi pierwszemu AB z wykr??lenia; wi?c
j nast?pnik drugi , równy by? musi nast?pnikowi
pierwszernu ; to iest, G L = A G = MN. A zat?rn

pod?ug twierdzenia poprz edzai?cego cz??ci linii

GL czyli MN, s? proporcyonalne cz??ciom linii BE.

Gdyby dana liniia do dzielenia by ta wi?ksza
od linii BF, iak iest np. liniia mn , na ten czas

wvkr-esliwezv na linii BF tróyk?t równohoczny
BAF, i boki AB, AF przed?u?ywszy do g i l, tak aby
Ag=mn, Al=mn, poprowad?my linii?gl prze­

cinaj?c? si? w punktach h
; i, k z przerl?u?onemi

liniiami AC, AD, AR Tym sposobem liniia gl
czyli mn podzielona b?dzie na cz??ci proporcyo­
nalne czc?ciom linii BF.

Sbo?bb 2. Niech b?dz ie liniia AF fig. 105.

(lo podzielenia na 5 cz??ci proporcyonalnych cz?­

?ciom linii dan?y : z punktu A wyprowadzi'wszy
[iniia AL nieogranicz.on?v drugo?ci, pod iakim­

kolwiek nachyleniem do linii AF, i cz??ci drugiey
Iinii dan?v

l przenios?szv na Iinii? AL, l WSZi:?

cz??? od A do G, 2g? od G do H, Dci? orl H do I, 4t?
ort. I do K, 5t? od K do L, punkt L i F z??czy? liniia

prost? LF. i przez punktu podzia?ów linii AL popro­
wadzi? linie KE, ID i t. d. równoodleg?e od LF, a? do

przeci?cia si? z Iiniia AF w punktach E, D, C, B;
Iinniia AF w tych punktach podzielona b?dzie na

oz csci szukane: gdy? w 4 w tróvk?tach ACH, AD!

?EK) AFL, których dwa boki przeci?t? s? pr.:ez.'l
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Iiniie BG, CH i t. d. równoodlcg?'e orl buku 3go,
iest (J 78).

AU: AG
?

\C: AH=BC: CH.

AG; AH=AD: AI=CD: III ..
AD: AI=AE: AK=DC: ?K..
AE: AK=AF: AL:=EF: KL.

Wszystkie te stosunki s? równe : gdy? dru­

gi stosunek w jednym ciagu , jest ten?e sarn co

stosunek pierwszy w ci?gn nast?pui?cym. lliop!:c
te tylko stosunki? których wyrazami s? zn?lezio­
ne cz??ci linii AP i dane cz??ci linii AL, b?dzie.

AG: AG= BC: G-H=CD; HI'"=DE: II\.
= EF: KL; to iest, cz?s'ei AB, BC, i t. ci!
linii ?F, s? proporcyonalne cz??ciom AG, GI-f
i t. d! linii AL.

Uwag?. Aby si? ustrzedz, uchybienia w prowa­

?.lzenin Iiniv ?.E, ID i t. cI. równoodleg?ych od, LF,
mo?na z ko nca F linii AJ. poprowadzi? linii? FIU

tak, ?hy k?t AFM = L \F; wzi?wszy pot?m na

linii Fl\l cz??? FQ = 1 ,K, QP = KI: PO = LH,
ON =HG, NM=GA; punkta A j NT, G i N, II

i O i t. d. pol'?ozv? liniiamii prosteroi Al\l, GN,
HO i t. <l, które Iiniia dan? podz.iel? w punktach

n, c i t. d. 114 oz e?ci szukane.
'

200. IPniose.k Gdyby cz??ci linii GL fir:;.
104. by?y mi?dzy sob? równe, cz??ci linii BP

by?yby tak?e mi?dzy sob? równe. A st?d wypa­

<la sposób ?atwy podzielenia linii pam?y na iak?­
kolwiek liczb? cz??ci równych.

Sposób 1. Popr.o\v;HJziwszy Iininia BF fig. 104.

nieograniczon?v d?ugo?ci l
i o7.l1aczywszy na ni? y

tylc cz??ci równych iakióvkolwick d Iugo?cina ile m?

hy? podzielona liniia dana GL, lub t?!; wykre?li? na

linii BP tróykat równoboczny BAI", i W7.i?wszy
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l it bokach \.13, AP, lnb na ich przed lu?eniu li­

niie AG, AL, lub Ag, Al równe linii rlan?y do

podzi clcnia
, przcz punkt A i pncz punkta podzia­

?u [irni BF, poprowadzi? liniie proste, które

przetn? Iiniia dan? GL, lub gt, na cz ??oi szukane.

Spos?b, 2. Z punktu A linii AF fig. 105,

dan?y do podzielenia na cz??ci równe, poprewa­

dziwsz y Iiniia AL. nieogrcniczon?v d?u?o?ci, pod
jakimkolwiek do linii AF nachyleniem; i zaczyna­

j?c od punktu A, oznaczywszy na linii AL t}le..
cz??ci równych iakievkolwie d?ugo?ci, na ile ma

hy? Iiniia AF podzielona ; poprowadzi? liniie BG?'
CH i t. d. r6wnoodleglc o d linii LF: Iiniia AF

b?dzio w punktach B, C i t, d. podzjelonu na.

cze?ci szukane,
.

.

Sposbb, 3. S? tak?e inne sposoby podz.ielc­
nia linii prost?y na <n??ci równe. Niechby np.
trzeba by?o podzieli? n? 20 równych cz??ci Iiniia

mn. fig. 104, która do takowego dzielenia iest

dla sw?y ma?o?ci niewygodna, lecz któr? wygodnie
podzieli? mo?na na cz??ci równych 4 i 5. D a y...,

;my, ?c ma iest 4t?, a mb iest 5t? oz??ci? liniii

mn ; liniia ab b?d?ca ró?nic? mi?dzy 4t? i 5t?
? !,??ci? linii dan?v

, b?dzie i?y cz??ci? sost? gdy?
-}-?=lo' Znalazfszy 20st? cz??? lininii mn, ?a­

two b?dzie podzieli? i? na cz??ci szukane.

Sposbb 4-. Sposób nast?pui?cv dzielenia li­

nii 111 cz??ci równe J mo?e bvo takie wvgodnio

u?yty. Nicohbv np. Iiniia AM, fig. 105 potrze­
ha by?o podzieli? na cz??ci równych 5. Z ko?ców

linii dan?y wyprowadziwszy dwie liniie MF, AL

od siebie równoodlcgte nicograniczon? y cllugo?ci,
na jedne y z nich MF wzi?? b cz??ci równych ia­

kieykol viek Jlugo?ci MN, NO, i t. d. prz cnios?-.

P-y potem te same cz??ci na linii? AL) zaczvnai?e
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od A ku, L, i po??czywszy punkta podzia?ów li­

niami prostem GN, HO, i t. d. w równoodleg?o .....

boku LM poprowadzi? przek?tn? AF, która li­

niie GN, HO i t. d. równe linii dan?y AM, po­

dzieli na cz?1ci szukane: gdy? W tróyk?cie AFM,

którego dwa boki AF i MF dzieli liniia EQ tó?

wnoodleg?e od boku trzeciego AM, iest MF: QP
=AM: EQ. .

A ?e liniia QF iest 5t? cz??ci? linii MF \lo?

d?ug wykrMlenia, wi?c i EQ h?dzie 5t? cz??ci?
linii AM. Tym?e sposobem okaza? mo?na DP=

?- cz??ciom linii AM i t. u.

201. Znaiac sposób dzielenia linii proste y na

cz??ci równe, ?atwo b?dzie wykre?li? podziaib? ,

scala, która s?u? y do mierzenia liniy pro­

stych. Naywygodnieysza iest podzia?ka dtiesi?­
tna, która si? kre?li sposobem nast?pui?cym: po-';
dzieli wszy linii? AB fig. 106, na 10. cz??ci ró­

wnvoh ,
i punktów A i B poprowadzi wszy AD

t­

AC prostopad?e do AB nie ograniczon?v dtugo­
?ci

, na iedney z nich np. na linii AD wzi?? r o

cz??ci równych iakieykolwiek dl'ugo?oi ,
i t? sa­

me cz??ci przenie?? na lini? BC, poczynaj?c od

1} do C. Poprowadziwsay potem prz ez punkta
podzia?ów liniie prost? iak wyra?a figura, ?atwo

iest okaz a?
,

?e np. cs??? linii oznaczone y liczb
?

1. równoodiegl?y od AD, zawarta mi?dzy liniia­

mi Be i Ba iest rot? cz??ci? linii Ca = Ab. A ze

Ab iest rot? cz??ci? linii AB z wykrr?lenja,
wi?c rota cz??? linii Ab, b?dzie setn? cz??ci? linii

AB. Podobnie? cz??ci Iiniv oznaczonych liczbami

2, 3, 4, i t. d. równoodleg?ych od AS, zawarte,
.

d linii
.

BC
.

B
2 ? 4

.

dmr? zy muairn l a s? IOo, IOo, IOo,
l t. .

Linii AR. Sznur mierniczy ma, iak wiadomo, pr?­
tó w 10, a pr?t pr?cików JO. Gdyby wi?c Iinii?
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AB wyra?a?a sznur l, liniia Ab lub Ca wyra?a­
?aby l pr?t, a liniie zawarte mi?dzy liniami BC

j Ba wyra?a?yby l, 2, 3, 4 i t. d. pr?ciki. Liniia

np. cd. wynosi 5 pr?tów i 3 pr?ciki; liniia ej

wynosi 7 pr?tów i 6 pr?cików, Przed?u?ywszy
liniia AR do E tak aby BE = AB i doko?czy­
wszy figury; liniia cg wynosi sznur l, pr?tów 5,

pr?cików;); liniia eh wynosi sznur l, pr?tów 7 i

6 pr?cików i t. d.

202. Twierd. W tróyk?cie prostok?tnym
ACB fig. 107, z wierzcho?ka k?ta prostego C

spu?ciwszy CD prostopad?? do AB;
16d, Prostopadla ta podzieli tróyk?t da-:

ny na dwa inne podobne danemu, a tern samem. po­
dobne mifdzy sobq ; 2re. Przeciwprostobqtna po­
dzielona bf!dzie na dwa odcinki, mi?dzy ktoremi

prostopad?a ta iest srednia ieometrycznie pro­

porcy onainq ; 5cie ramiona 1:qt(, prostego UJ tr6y­
k?cie danym, bfdq sredniemi ieometry cznie pro­

porcyonalnemi miedey przeciwproetobqtno i od­

cinkami przyleglemi.
Dowod. i.od Dwa tróyk?ty ACD, ACB

mai? k?t A spólny, k?t prosty ADC pierwszego,

równy k?towi prostemu ACB drugiego tróyk?­
ta: wi?c i trzeci k?t ACD który oznaczamy

g?osk? ni, w pierwszym, równy iest trzeciemu

k?towi B oznaczonemu g?osk? NZ w drugim
tróyk?cie. Azat?m dwa te tróyk?ty s? podobne

(190). Podobnie? dwa tróyl,?ty CBD, ACB ma­

i? k?t B spólny, k?t CDB pierwszego równy k?­
tatowi ACB sgo tróyk?ta ; wi?c i trzeci k?t DCR­

czyli o w pierwszym równy iest 3Tnzt k?towi BAC

czyli u w drugim tróyk?cie, a zatem dwa te tróy -

k?ty s? podobne.
'ue: Ahy okaza?, ?e prostopad?a CD iest ?redni?

ieom?trycznie proporcyonaln? mi?dzy AD, i BO,.
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czyli ?e iest AD! DC= De: DB, uwa?my J.,.ni

podobne tróyk?ty ACD i BCD, którycli bokami

s? Iiniie AD, De i DR t? proporcy? ?ktauai?tte,
Poniewa? w tróyk?tach podobnych boki odpowia­
dai?ce ,

to iest
, przylegle albo te? przeciwne k?­

tom równym s?. proporcyonalne (194), b?dzie
wi?c bok AD przeciwny k?towi m w lszym tróy -

k?cie ACD, do 'boku CD przeciwnego k?towi In

w 2gim. tróykacio DCR, iak bok CD przeciwny
katowi o ,1\>- lSz'j'm, do holm DB przeciwn ego k?­
towi o w 2!fim tróykacie ; czyli AD: J)C=DC: DB.

•

,

3cie: Aby okaza?
, ?e AC .iest ?redni? ieorn e_O

tryc:znie proporcyonaln? mi?dzy AD i AR, czyli
ze iest AB: AC =AC: AD, uwa?rnv

.

dwa podo­
hne tróyk?ty ACB i ACD, których bokami s? Jj­

niie AB, AC, AD proporcy? t? sktadai?\ce: b?-·
dzie wi?c iak wy??y, hol. AB przeciwny k?towi
prostemu w tszyrn tróyk?ci« ACB, do boku AC

przeciwnego k?towi prostemu w 2gim tróvkqeie

ACD, iak bok AC przeciwny k?towi ni w Iszym,
do boku AD przeciwnego kat?wi m w 2gim tr6y­
k?cie; czyli AB: AC=AC: AD.

Podobnie? na okazanie ?e iest AR: BC= BC: BD

uwa?rny dwa podohc tróyk?ty ABC, DBC, któ­

rych bokami s? Iiniie AB, Be i BD, sk?adai?ce
t? proporcy?: b?dzie wi?c 1 bok AB przeciwny ka­

towi prostemu w pierwszym tróvk?cic ABC, do

boku BCJ przeciwnego k?towi prostemu w 2gim
tróyk.il.:cie DCB, iak bok BC przeciwny k?towi o w

lszpn do boku BD przeciwnego k?towi v w 2gim
tróyk?cie: czyli AB; BC=HC: BD.

205. Wniosek. Poniewa? pod?ug Dciey cz?­

?ci poprzedzai?cego twierdzenia iest.

AB: AC=AC: AD, AB: CB=CB: DB;wi?c:
AB X AD= ?C2, AE X DB= CBl c A zat?m
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AD xAD +ABXDB= ACz + CBz; czyli
AS (AD +DB) = ACz + CB2; czyli
AR xAB= A132 = ACz + CB; gd)? AD +

DB =AB; to iest
, w tróykacie prostok?tnym ACB

kwadrat przeciwprds:rostok?!tdey AB, równy iest
summie kwadratów z dwóch ramion k?ta proste­
go; wlasno?r; któr??my iu? wy?ey (102) innym
sposobem okazali.

204. Z'ag"ac?. Maiqc dane dwie liniie. zna­

te?? mi?dzy n?emi sredniq. ieometry cznie propor­
cyvnaZnCf: .

.

RozUJ. Poprowadziwszy iakieykolwiek d?u­

go?ci Iiniia prost?, i wzi?wszy na nil?y Iinia AD

lig. 91. równa pierwSZlfy linii dan?y i DB rów­

?lCl drngiey linii darlpy, na linii A.B iako na ?re­

dnicy wykr??li? putbJe; i z punktu D wyprowa-,
d?i? linii? De prostop·adlq. do AR, a? do prze­
ciecia si? z pó?oh?giem w punkcie C: prostopa­
d?a CD b?dzie szukana: gdy? poprowadziwszy
dwie ci?ciwy AC, Be, w tróyk?cie AGB prosto­
katnym przy C (128), iest AD; CD=CD:
DB (202).

Spo6ó 2, Poprowa.lziwsz.v Iinii? AB ró­

wn? wi?kszey z et wóch Iiniy danych, i od ko?ca
B wzi?wszy BD równ? mnieysz ?v z dwóch liniy
danych; na linii AB iako n'a ?rednicy, wykre?li?
pó?kole, i z punktu D poprowadzi? DC prostopa­
d?? do AS, a? do przeci?cia si? z pó?okr?giem
w punkcie C; punkt Cpunktem B z??cz ywszy ci?ciw?
CB, ta b?dzie Iiniia szukana ; gdy? poprowadzi wszy
ci?ciw? CA, w tróvk?cie ACB prostok?tnym przy
C, i est AB: CB="CB: BD (??O?).

2d5. Zagad 2-. Dany prostok?t AReD fig.
80, zamieni? IW kwadrat równy mu co do Pv

:

wierzchni.

1.6
'.
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Rozw. Mt?<1zy podstaw?, AB i wysoko?cia
Be danego prostok?ta, znay<1zmy ?redni? ieome-­

trycznie proporcyonaln? (204), któr? oznaczmy'
g?osk? M: ta b?dzie bokiem szukanego kwadratu:

gdy? pod?ug wykre?lenia ie st AB: M = M: CB;­
wi? AB X CB = MZ: to jest, powierzchnia dane­

go prostok?ta, równa iest powierzchni kwadra­

tu wykre?lonego na linii M.

206. Zagad. 5. Dany tróykqt ABCfig. 107. za­

mieni? na kwadrat równy rrui co do powierzchni.
Rozw. Mi?dzy po?ow? podstawy AB i mi?­

<lz-y wysoko?ci? CD danego tróyk?ta znayd?my
?redni? ieometrycznie proporcyonan?, któr? o­

znaczmy g?osk? M; ta b?dzie bokiem szukanego
kwadratu: gdy? pod?ug wykre?lenia iest i AB:

M = M: CD; wi?c i AG XCD = lVI z; to iest
,

powiprzchnia danego tróykata, równa iest powierz­
chni kwadratu wykre?lonego na linii M.

207. lFniosele. Okazali?my wy?ey (142)1
?e ka?dy wielok?t mo?e by? zamieniony na tróy­
k?t równy mu co do powierzchni: w zagadnieniu
]?oprzedzai?cem podali?my sposób zamieniena tróy -

k?ta na kwadrat równy mu co do powr?rzchni :

fi zatem ka?dy wielok?t mo?na zamieni? na kw3-'

drat równy mu co dopo wiórzchni.

208. 'I'wierrl. IJ7ielo kCf: t y foremne o ze­

clneyie, liczbie bob?u: sq podobne.
Dowod. Poniewa? k?ty wewn?trzne WIelo­

k?ta, wa?? kató IV prostych 2 razy tyle, ile wie­

Iokat ma boków mni?v L? (95), w dwóch zatem

wielok?tach o iedn?y?e liczbie boków k?ty we­

wn?trzne iedngo tyle wa?? k?tów prostych, ile

ich wa?? k?ty wewn?trzne wielok?ta drugiego.
A ?e k?ty i?dnego wielok?ta s? mi?dzy sob? ró­

wne, i k?ty drugiego wielok?ta s? tak?e mi?dzy
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sob? równe, gdy? owa te wielol?ty s? pod?ug
za?o?enia foremne; ,b?d? wi?c k?ty iednego ró­

wn e kotom drugiego wielok?ta; to iest
,

d wa te

wielok?ty b?d? j-ó wnok?tne, '

sre. Poniewa? wielok?ty te s? foremne, wi?c
boki iednego wielok?ta s? mi?dzy sob? równe ,

i

boki drugiego wielok?ta, s? tak?e mi?dzy sob?
równe. Je?eli wi?c bok ieden w Is,Z'ym wielok?­
cie iest np. d wa razy wi?kszy od boku iednego
w drugim ; b?dzie te? bok drugi w pi?rwszym ,

dwa razy wi?kszy od boku drugiego w 2gim wie­

lok?cie; i bok trzeci W lSzym dwa razy wiekszy
od hoku 5go w zgim. wielok?cie i t. d. to' iest

boki tych d wóch wielok?tów b?d? mi?d.zy sob?
proporcyonalne.

,

Kiedy wi?c owa te wielok?ty s? równok?tne
i mai? boki proporovon?lne, s? tPll1 samem podobne,

2,09. Twierd. Dw« iabiekoisoieb wielok?ty
np? ,dwa pi?ciokqty AReD?, abcde fig lOS.

eto?one z teyle ?alllr1y liczby trbyJv?tów podobnych
mied zy' sobo. i podobnie utoiony cb , 8q sobie po­
doone : i odwrotnie.

Dow. VV dwóch tró yk?tach ABC, abc po­

dobnych z za?o?enia iest k?t B = b; k?t ACB =

acb. Po dobnie? w tróyk?tach CAD ?
cad podo-.

hnycJl z za?o?enia iest k?t ACD = acd; gdy wi?c
'

iest ACB=acb, AGD =acd; wi?c ACB+ACD
= acb + acd ; czyli },?t BCD = bcd. Tym?e
sposobem oka? mo?na równo?? k?tów CDE i crle"
D EA idea. C,o si? si? tycze k?tów BAE, bae ;

te s? tak?e sohie równe: gdy:;; pierw?y mich skfa ...

da si? z k?tów BAC, CAD, DAE równych k?tom
orlpowiadai?cvm bac, cad , dae z których sUa<l?

?i? l'c;t (h:u?i,
'
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N adto w tróyk?tach ABC i abc
,

A C'D i acd,
ADE i ade 'podobnych nii?clzy sob? z z a?o?enia ,

iest:
,

AB: au=BC: be=AC: ac.

AC': ae=CD: cd= AD': ad.

AD: ad=DE:de=AE: ae.

Wszystkie te stosunki s? równe: gdy? w pier­
wszym ci?gu ostatni stosunek i est ten sam co pier­
Mrszy w drugim ci?gu, ostatni za? w drugim! ci?­

gu, iest ten sarn co pierwszy w trzecim. Bior?c
:zatt?m,te tylko stosunki, hóry?h wyrazy s? bokami

wielok?tów', b?dzie ??; ab = BC: bc :

'

CD:

cd = DE," de = AE: ae. piva wj?cte wielok?ty
b?d?c ;tównok?tneil1i,' i maiac boki odpowiadai?-
ce proporcyonalne !!l? podobne (189).

"
,

I ••
: "

Odwrotnie. Gdy s? dwa' wielok?ty podo­
bne

, s?:tadai? si? z jedn?y?e liczby tróyk?tów

fodphnycl). i podo'b?JF p?o?onych.
Dow. Niech b?d? dwa wielok?ty ABCDE,

abcde pO(lQhr?; ? wierzche?ka dwóch k?tów A,
?, odpowicid;li?cycI? sobie poprowadziwszy prze­

h?tneAC ) ?.D , ao ,ad; troyk?ty ABC i abc,
ACD ? acd

, Al?? f fld? b?d? flli?d?y sqh? po­

dohne;' 'Jako?
.

W rróY?'lntac4 'ABC, abc k?t
B=b' z za?o?enia? i hok? ?.?, ?C s? propor?'yonal­
ne bokom cb

, be z 7.??o?ep.j?;· wi?c dwa te iróy­

??ty. s? podobne (lg6') 'b,?qzie wi?c BC: be= AC:

ac; i k?t 4CB = acb ta?o prz?leg?e "bokom
'pr?­

porcyonalnvm Be, be.' ?e z as pod?ug za?'o?enia

k?t BCD = bcd ; b?dzie wi?c B9P -. ACB -.:. QC?
-acb; czyli ACD=acd.·'

.' "',

A ?e BC: be
'

CD: cd pod?ug za?o?enia,
BC: bc

.

AC:: ae z dowodienia; wi?c
CD: ecl=AC: a(:.

'
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Dwa wi?c tróyk?ty ADC, adc m aiac }<aty
ACD, acd równe, ?a':,arte mi?dzy bokami wzgl?­
dem siebie proporcvonalnemi s? sobie podobne

(J 96), a W sczegó1no?<;i k?t ADC = adc
,

iako

przylp.gle bokom prcporcvonalnym CD i cd, h?dz ie

wi?c CD: ed=AO: ad. Tym?e samym sposobem
dowie?? mo?na podobie?stwa innych tróy? .. rtów •

.210. Uwaga. VV dwóch iakichkolwiek \'khl;;?­
fach podobnvch, w dwóch np. pi?ciok?tach ARCDE,
abcde fig. !0!?, z dwóch ko? ów któregokolwiek
hoku np. AB i ab poprowadziwszy przekatne AD,

AC, BD, BE, ad
,

ac , bd
, be: :tatw0 by?'ohy

okaza? sposobem którego?my u?yli 'IV rwierdzeniu

poprze dzni?c?m ,
?e tró)k?ty ABC, ABD ABE,

l,dórych spolna podstaw? iest bok AB .wiehbta
19o, tudzie? tróyk?ty abc, abti, abe, którvch spr)l?
na podstaw? iest bok ab wielokata 2go odpowia­
dai?cy bokowi AB ?e mówi?, te wsz)stkie tróy­
l,?ty s? mi?dzv sob? podobne. I odwrotne za?o?y­
wE/zy,

?

e tróy??ty te sa mi?dzy soba podobne ,

?atwo byioby oka?a? ?e wielok?ty ?.8CDE, abcde

s? tak?e podobno.
' '

.'

211. Zagad. Na dandy linii ab fig. 108.

1-vyli:(esli? wif3lo?qt podoby dartemu B D.

Rozw. W danym wielok?cie BP prowadz?

przek?tne AC, AD; na dan?v linii au kre?l? tróY­
k?t cdic podobny tróvk?towi ?BG; na linii ao

kre?l? tróyk?t acd podobny tróvkatwi ACD, na li­

nii ad kre?l? tróykat ade podobny tróvk?towi
ADE. VVielQ,k?t abcde p?dzie podobny dane...,

_
?lU (209)'

'

Sposób 2gi. ,IVierzcho?l,i k?tów danego wif'­

lqk?ta ABCDE fig. lOg. z??czywszy z d.woma

?fÓ?lc??j któregokolwiek boku np. AB przez pp?
...
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k?tne AC, AD, BD, BE i na dall(?y linii ab, wy"::
kre?li wszy tróyk?ty acb

, adb, aeb podobne wzgl?-:­
dem tróyk?tów ACB, ADB AEB: punkt d z??­
cz y? z punktem c i e, Iiniiami prostemi de, de;

wielok?t aliode b?dzie podobny danemu (210).

Spos?b Sei. Na boku AB danego wielok?ta
ABCDE jig. 108. wzi?? lini? Ab, równ? linii da­

ney ; z punktu b poprowadzi? be równoodleg?? od

Be, a? do przeci?cia si? z przek?tn? AC w pun­

kcie c; z punktu C poprowadzi? cd równoodlogt?
od CD# a? do przeci?cia si? z przek?tn? AD w pun­
kcie d, z punktu d poprowadzi? de równoodleg??
od DE, a? do przeci?cia si? z bokiem AE w pun­

kcie e: wielok?t Aberle b?dzie szukany.

Gdyby dana linii a ab d?u?sza by?a od hoku

AB, na ten czas przed?u?ywszy bok AB tak, aby
wraz z przed?u?eniem równy hy? linii danev

?

prowadz?c iak wy?ey równoodleg?'e od boku BC,
CD, DE, a? do przeci?cia si? z liniia mi AC, AD?
AE przed?u?onerni , wykre?limy wielok?t podo-

bny danemu.
.

212. Twierd. W dwóch wielok?tach po?

dobnych ABCDE, abcde fig] :10. na dwóch orl­

powiadai?ch sobie bokach AB, ab
, wzi? ,'{sy dwa,

punkta G i g podobnie po?o?one, to iest tak:l,
aby by?o BG: bg =BC: be; ? poprowadz iwszv li­

niie GF, g} tak, aby k?t FGB -

jgb; albo te?

tak, aby liniie te GF, g}; przecina?y boki De i

dc na cz??ci prop orcyonalne bokom wielok?ta;
UJ obudwu przypadkach liniie GP g} blld,q pro­

porcy onalne bokom wielokqtów: to iest , b?dzie,

_FG: fg, =BC: be.

Dowod. W pierwszym przypadku, kied i
??t FGB =fgb ? poprowadziwsz y przek?tne CG;,.
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ag; w dwóch tróyk?tach CRG, ebg, k?t B = b i

BG: bg=BC: be pod?ug za?o?enia; wi?c dwa

te tróyl{?ty s? sobie podobne (196), b?dzie zatem,
BG: bg : = CG: Gg; a ?e iest,

BG: bg ==BC: be; wi?c CG: eg =BC: be; i

k?t BCG = beg, k?t BGC = bge. A ?e k?t BCP

=bef, iako odpowiadai?ce w wielok?tach podo­

bnych, wi?c nCF-BCG=bef-beg; czyli k?t
GeF = gef; k?t FG-B = fgb pod?ug ?a?o?enia,

k?t BGC= bgc z dowiedzenia; wi?c FGB-BGC

= jgb - bgc; czyli FGC = fge.

Tróyk?ty zatem FGC, fge s? ró, .. nok?tne

(191), a tern samem pobobne : b?dzie wi?c FG:

jg =CG: eg; a ?e CG: be; wi?c' FG: jg=BC: bo:

'\tV 2gim przypadku, za?o?ywszy ?e Iiniie

FG, jg tak s? prowadzone, i? przecinai? boki

DC, tle na cz??ci proporr-vonalne bokom wielo­

k?tów, czyli ?e iest FC: fe = BG: bg = BC:, bc;

poprowadziwszy, iak wy?ey przek?tne CG, cg,

i okazawszy? ?e dwa tróyk?ty CBG, cbg s? po­

dobne, b?dzie
CG: eg = BG: bg; a ?e pod?ug zal'o?enia

FC: fc=BG: bg; wi?c CG: cg =FC: fe.

Dwa wi?c tróyk?ty CCF, egf maiace k?ty

przy C i c równe, zawarte mi?dzy holrami wzgl?­
dem siebie p?oporcyo?alnemi, s? podobne (196),
a zatem FG: fg =FC: fe = Be: be.

215. Twierd. Obwody dwóch wielok?tów

podobnych, sq do siebie UJ stosunku dw?ch boków

odpowiadaiqch. sobie w tych wielok?tach.
Dow. Poniewa? wielok?ty ABCDE, abcde

fig. r i o s? podobne, b?dzie wi?c.
AR: ah=BC: bc=CD: cel = DE.= de: EA;

ep i wi?c
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AB +BC+CD + DE+ EA: ab +bc + cd+(U

+ ea=AB: ab: to iest; ohwód wielok?ta ABCDE

do r.bwo du wielokata abcde , iak bok rwszego AB

do boku ab w drugim wielok?cie,' <

2 14. T -vierd. Powierzc/wie wielok?teJU) po­

dobnych maiq si? ?ak kwadraty .z bOA:uW odpo-.

wiadaiqcych.. ,
.

l ó;'j. NipcJl b?d? dwa troy k?ty ABC ,a'bc fig.
iII. podobne j mamy dowie??

l
ze powi?rz.clrnia

troyk?ta AC13, tak si? ma do powierzchni tróykata

abc, iak kwadraf z boku np. AC do kwadratu z bo:­
ku ac, cz vli, ?e iest tróyka) ACB: acb=AC'l.: ac

'l.
•

? wi?rzcho ika k?ta C i c spu?ciwszy CD i

cd pIerwsz? prostopad?? do AR, druga pro­

stopa d la do ab i dwa tróvk?ty ACD acd pro­

stok?tne' przy D i d i w ktor'"yc.h k?t A równy k?to­
wi a, s? podobne (J 9 J), b?'clzie wi?ó,

CD: cd = AC: ac : a ?e pod?ug z a?.o?enia

AB: ab = AC: ac
; wi?c rozmno?ywsz.y ",ty clt

dwóch proporcyach wyrazy sobie odpowiadai?ce ..

b?dzie.

"ABXCD: abXcd=ACxAC: dc:Xtzc; czyll
ABxCD: abXcd= ACi: ac=, Podz ieliwsz y

dwa pierwsze wyrazy l)rzez 2, b?dzie.
AB X CD, ab X cd

AC2: ac»: to iest , po?'o-
2 2

wa iloczynu podsra wy tróykata ABC przez w)'so­
ko?? tego? tróykata ,

tak si? ma do po lowv iI'o­

czynu podstawy trók ?ta abc przez wysoko?? te­

?o? tróvkata ,
iak kwadrat z boku AC' do kwa­

dratu z boku' ac, A?e ilocl,yn y te równe s?,. pi?r­
wszy powierzchni tróvkata ABC, drugi powi?;rz­
chni tróyk?td abc (15'0) wi?c powierzchnie tych
dwoch tr0ykcltów mai? si? iak:

.

kwadraty z boków

odpowiaddi?cych ..
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sre. Niech hetla dwa iakiekolwiek wieloka­

ty por?obne , Itp. (h?a' pl?ciok,?ty ABCDE, abcde

fig. 108. Z wi?rzcho lka k?tów A, .
u, poprowa­

dziwS7tY przek?tne AC, AD, ac
, ad; obadwa te

wielok?ty podzielone b?d? na równ? Iiczb? tróy-'

k?tów podobnie u?oionych i podobnych (209);

h?dzie zatem pod?ug pierwszey cz???i umieyssego

twierdzenia,. tróy k?t.

ABC: ubc:= BC? bc=,

ACD: actl = C02: cczz.

ADR ade = DE'/.. de? A ?e dla podobj('ilstwa

wielekatów iest. .

BC: bc=CD: cd= DE: de; a tern samem

liC'/.: be? = CD
'l.

: cd» =DE'\l cle?; wi?c ?J\'W.

dz.ie te?

ABC: abc=ACD: acd=AUE: ade, Aza­

tem summa wszystkich poprzedników do sum-:

my wszystkich nast?pników iak którykolwiek po­

przednik do swego nast?pniha; to iest.

ABC+ACO+ADE: abc+acd +ade= ABC:

abc: ezvli ABCDE: abcde = ABC: abc. A ?e

ABC: ab·c=BC'/.:bc'\ wi?c ABCOE: abcde=BC2:

be": to iest
, powi(;l'l,chnie dwóch wielok?tów po­

dobnyclr mai? si? iak kwadraty z boków odpowia....:

daj?cych.

Uwaga. Stosunek kwadratowy zowie ?i?

inacsey stosunkiem dWltmnOZllym, ratio duplicata­

Przeto te? twierdzenie lJoprzl>dzai?ce zwycza)'llie

tak si? wyra?a: Dwa wieluk?ty podobne sq do

siebie w stoeunka dwu-mno?nym bukhw udpuwia-

daiqcy ch-

215. Zagad. Mai?c dane dwa wielu k?ty

podobne , wykrea?? trzeci podobny ktÓ1'einlt kul­

wie/.; Z' (lwóch d,wych, i J.;tóreguby ]Jowierzchnict
17
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równa by?a summie lub r??nicy dwoch wielokq-:
tbw danych.

Rozw. .i. Wyhe?liwszy tróyl;:?t ABC fig.
112. prostok?tny przy C. W którym by ramiona

k?ta prof?ego AC, BC by?y bobrui odpowiadai?­
cemi dwóch danych wielok?tów P i Q, 'na 'Prze­

ciwprostok?tn ?v AR wykre?lmy wielok?t R podo­

hny wielok?tom P i Q., i w którymby bok AB by?
odpowiadai?cy bokom AC, BC w dwóch wielok?­
tach danych: wielok?t R iest szukany: gdy? po­

niewa? wielok?ty te s? ,podobne , wi?c pod?ug
twierdzenia 'poprzedzaj?cego P: Q= Acz:BCz;
fi t?rn samem.

P+Q: Q=AC2+BC2: BCZ. A ze te? iest

Q : R = BC'2. : AB'2.; wi?c z?ozywszy te

dwieproporcye , b?dzie P + Q: R = AC '2.

+ BC 2
;

AB2. VV tey proporcyi poniewa? 2gi poprzednik
AC'2. +BC2 równy iest swernu nast?pnikowi (162);
wi?c i poprzednik 1szy P + Q równy iest tak?e

swoiemu nast?pnikowi R; to iest, dwa dane wi?-.

lok?ty P i Q równe s? znalezionemu R.

2. Chc?c znale?? wielok?tQ podobny dwom

wielok?tom danym P i R, i któregoby powierz­
chnia równa by?a ró?nicy tych?e dwóch wielok?tów
danvch

,
trzeba wykre?li? tróyk?t prostok?tny ABC,

dai?c mu za iedno ramie k?ta prostego AC bok

wielok?ta mnieyszego P, a za przeciwprof?ok?tn?
AB hok odpowiadai?cy wielok?ta wi?kszego R:

BC b?d?ie bokiem odpowiadaj?cym wielok?ta szu­

kanego Q: gdy? poniewa? wielok?ty R i P s? po­

dobne, b?dzie R: P=AB'2o: AC2; a t?rn samem.

R-P, P=AR'2o -AC2: AC2. A ze iest tak?e

p : Q = AC'2. : BC'2.; wi?c z?o?ywszy ta

dwie proporcye, b?dzie R - P: Q= AB? - ACz:
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Bez. '\IV tey proporcyi p0przednik 2g'i AB2_AC?

równy icst swemu nast?pnikowi Be;/. (lt)9); wi?e
i poprzeunik l wszy R -p równy icst tak?e swe­

mu nafi?pnikowi Q; to iest
,

ró?nica powi?rzchni

dwóch.chlllych wielok?tów R i P równa iest wie­

loliatowi znalezionemu O.
. '-

216. Zagad, T17ykretli? wielebat- podobny
danemu, i ktbregoby. powierzchnia do powierz­
chni danego, mia?a sit! w stosunku danym; lltb

którego by powierzchnia równa _by?a danenut kura-:

dratosoi.

Bozw. 1. D.?ymy ?e powierzchnia danego

wielok?ta X fig. 115, ma by? do powienc1mi wie­

lok?ta szukanego w stosunku dwóch iakichkolwiek

liniy prostych-M i N. Poprowadziwszy Iiniia AR

iakievkolwiek d?ugo?ci, i wzi?wsz y na niey dwie

cz??ci A D i BD, hórehy si? mia?y do· siebie

w stosunku dwóch liniv M i Nr na linii·.AB-iako na.

?rednicy wykre?li? pó lkol e ;' i z punktu D wypro­
wadzi? DC prostopad:t?. do AB. Poprowadziwszy
potem ci?ciwy AC, Be, i wzi?wszy CE równ?
ce bokowi danego wielokata X; z punktu E po­

prowadzi? EP równoodleg?a od AB, a? do przc­

"j?cia si? w-punkcie F z ci?ciw? CR: liniia CR
.

b?dzie bokiem .. szukanego wielok?ta odpowiadaj?­
cym bokowi ce: to iest, na linii CF wykre?liwszy
wielok?t podobny: danemu,. wielok?t ten b?dzi?

szukany. Jako? w fróyk?cie ACB;. iest AC: CB=

EC: J;'C ( 178), a h?l11 sam em

ACz: GCz =ECz : :FC2. A ?e

ACz: BCz = AD: BU (164); wi?c z?o­

iywszy dwie te proporcye b?dzie EC2: FC2=

AD: BD. Ze za? AD: BD =M: N podlug wy
....

JmWenia, wi?c ECz: FC'! ::::::lVI: N; a tórn sarn?rn
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wielok?t w)kre?lony na boku EC, czy li ec, to

iest
, wielok?t elan y X, ma si? do podobnego

wielok?ta w)'krp?Jonego na boku FC, iak Iiniia M

do linii N: gdy? wielok?ty podobne mnia si? iak

kwadraty z boków odpowiadaiqch (214).

Gdyby bok ec wielok?ta X wi?kszv by? orl

AC, na ten C71as linii? CA przpd::tu?ylihy?rny do e

tak, aby Ce = ce: w reszcie w ykre'? l e nie i do wo­

dzenie by?oby to samo.

zre. Chc?c wykre?li? wielok?t podobny da?

nemu X, któregoby powierzchnia równa by?a da­

nemu kwadratowi N2. trzeba naprzód wielok?t
dany X zamieni? na kwadrat Mrówny mu co dopo­
wierzchni; potem do boków tych dwóch kwa dratów

,

to jest do M i N, tudzie? do hoku ec danrgo ",ip­

lokata X znale?? Lit?? icometrvcznie proporcyonal-.
n?; ta b?dzie bokiem szukanego wielok?ta odpo­
wiadai?cym hokowi eo. Jako?; oznaczywszy L?t?

Ieornetrycznie proporcvonaln? gtosk? P, a wielok?t
na ni?v wvkr??lonv g?osk? Z, ponie .. va? dwa wie­

lok?ty X i Z s? podobne z wykr??lcnia, b?dzie wi?c
X: Z=ec'2: p? ..

- .' - .' - .' - .' - .' - A.
,

A ?e podtug wykr{>?lenia M: N = ec: P, a t?m

samem M2: N2 = ec2: p2, z?o?ywszy t? propor?

cy? zproporcy? oznaczon? g-tosk? A, b?dzie X: Z

=1\12: N2.

VV tey proporcyi poniewa? poprzednik lS7,Y
X icst równy z wykr??lenia poprze dnikow] 2mu

1\'12, wi?c i nast?pnik l wszy Z, iest tak?e równv

naf??pnikowi s mu N2; to jest, wielok?t znalezio­

ny, równy iest co do powierzchni danemu kwadra­

towi.

? 17. .Twierd. Z PUTl1.:tZt C wziljtpgb za 1.:0-

?em fig. J l fr-. poprowadziwszy dwie liniie CA,
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GB pr zecinaiqce okr?g w punktach D i A, B i

P; bedzie CA: CB=CP: CD.

Dowod. Poprowarlziwszy dwie ci ?ciwv AF,

BD, dwa ttóyk?ty ACF, BCD, mai? k?t C spól­
'n y, k?ty A i B równe, gn y? oburl wu miar? iest

po?owa ?ulm DF: wi?c dwa te' tróyk?ty s? podo­

bne; b?dzie zatem CA: CB = CF: CD.

Uwaga. VV proporcvi h?y CA: eB = CF :

CD, sieczna iedna CA i cz??? iey za kotem CD,

s? wyrazami skravnemi ; sieczna droga CB i cz???

iey za ko?em CF, s? wyrazami ?redniemi prop0r­

eyi; to iest , tak si? ma sieczna l wsza do 2gi?y,
iak cz??? za kol'em sieczn ev 2gi?y, do cz??ci za­

ko?em sieczn?v rwsz.?y. Stosunek takowy nazy­
wa si? odwrotny, r atio inoersa ,

dla ró?nicy pd

stosu nku prof?ego directa, ktoryby by? na tell

czas, gdyhy si? .rnia ?a sieczna 1 wsza do 2giey, iak

cz??? za ko.Iem sjeczn(?y l wszey, do cz??ci za ko­

?em drugi?y. Dla h'go te? poprz edzaiace twier=

dzenie zwvcz avnie tak si? wyra?a : z pttnlnt» «ozie­

tego za kalem poprowadziwszy dune sieczne; sie­

ezne te 8er: do siebie w stosunku odwrotnym cz??

sci swoich za ko?em,

218. 'I'wierd. Z punktu C wzletego za KO­

?em, poprowadziwszy styczn? CBjlg. 115, i sie­

cznq CA, pr zecinaiqcq o/.;rqg w p'ulz!.:tacTz A i D;
f?'fdzie styczna CB srednia ieometry czuie prnpor­

cy onolno. miedzy ca? o sieczna CA, ? cZ'f-S'ciq iey
za kalem, CD; to iest, b?dzie CA: GB -:- CB: CO.

Dowod, Poprowadziwszv d wie ci?ciwv BA,
BD, dwa tróykqtv ABC, BDC maia kqt C spól-.

. ny, k?t A = DBC, gdy? obadwa maia za miar?

po?ow? ?Lllm BD (126), H zatem dwa te tróyk.'lty
?? podobne; bedz ie wi?c CA: eB = eB: CD,
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,?J9, Twierd. VVzi?wszy w kole punkt C.

Jig. llli. od upodobania , i przez ten punkt po­
prowadziwszy dwie ci?ciwy AB, DF w punkcie
C przecinaj?ce si?; czesci tych 'ci?ciw b?d?; du sie­

bie UJ stosunku odwrotnym; to iest b?dzie AC:
DC=FC: De. ..

Do wo d. Poprowadziwszy ci?ci wv FA, BD,.
tróyk?ty CFA, CBD mai? k?ty przy' C równe,
J'?t A równy k?towi]), gdy? obadwa mai? za

miar? po?ow? ?uku BF: wi?c dwa te tl'ÓVk?ty s?­
podobne , b?dzie zatem A C: De = FC: BC.

220. Uwaga. Poró\vnawszyt'otwi('rdzflnie z twier.
(lzeniem wy?p.ypodanem(217),fatwo jest postrzedz,
?e one s4 dwoma przypadkami nast?pui?cego twier­

dzenia:

Gdy dioie linlie proste przecinaiqce si? z so­

lJq w punkcie wzi?tym UJ kole litu za ko?em; prze­
dlulone b?d?; tak cd,y kaida z nich przecina?a
okrqg we dwbch punbtac?i; odleg?o?ci spólne-go ich.

przeci?cia si? od punbtbu. przeci?cia si? icli z 0-.

kr?giem, sq do siebie w stosunku odwrotnym.
221. Wniosl1l:. Gdyby ci?ciwa AR· fig. 117,

l?rzee1lOdzi?tl przez ?rod ek ko ?a
; a ci?ci waD F hy­

ita do niey prostopad?'a , a tern samem w punkcie
C na dwie równe cz??ci podzielona (108); na

ten czas
proporcya AC: DC'= FC: BC (2) 9),­

zamieni?ahy si? w naft?pu:i?c?: AC: De = De:
Be: gdy? FC=DC; to iest

,
DC iest ?rednia ie­

om etr voz.nie proporcycnaln? m ?dzy odcinkami AC
i BC ?rednicy AR: co?my iu? wy?ey innym Sl)O­
sohem okazali (202).

!.l 22. Zagad. Dart? liniiq Be fig. lJ 8. po­
&idi? w stosunku ?rednim i skraynym.: to iest, po-
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-dzieli? t? Iinii? na ci wie cz??ci tak, aby cz???
wi?ksza CF by?a ?redni? ieometrycznie propor­

cvonaln? mi?dzy ca?? Iiniia BC i cz??ci? mniey­
sz? BP., cz )li ahy bylo BF: CF = CF: CB.

Razw. Z ,ko?ca B liniy dHIlPY poprowadzi­

wszy BS prostopadr? do BC i równ? po?owie linii

BC; punkt S z drugim ko?cem C danev linii z??­

czy? linii? prost? SC; z punktu S iako ze tirodka

,promieniem SB nakre?li? kolo którego okr?g linii? SC

.przecina w punkcie D; nakoniec z punktu C iako

ze ?rodka pornieniem CD wykre?li? luk DF, któ­

ry linii? dan? BC podzieli w punkcie F na cz??ci
.szukane.

Gd y? .poniewaz DC iako proftopad?a z ko?ca

promienia SB wyprowadzona, iest styczna z ko­

iem (ll?}, przed?'u?vwsz.y zat?m es do A, b?­
dzieCD: CB = CB: CA (218). Azah?m

CB-CD: CA-CB= CD: CB.

Ze za? pod?ug wvkr??lenia CB - CD = CB
- CF = BF; a liniia ES r-ówna po? owie Be, a

b?m tam ?m BC = 2BS = AD; b?dzie wi?c
CA ?CB =CA- AD =CD =CF;

ostatnia zatem proporcya zamieni si? w nast?pu­

j?c?. BF: CF = CF: es,

223. Zagad. Nakre?li? ko?o, 1.:toregobyo.
kr?g przeszed? przez dwa dane jJnnkta A i D, ?

$tykal si? z dattCf; liuiiq. CB fig. lI!:).

Rozw. Z??czywszy dwa dane punkta liniia

prof?? AD i przecllu?ywszy i? ai do przeci?cia si?
z linii? dan? CE w punkcie C; mi?dzy liniiarni

CA i CD znale?? ?redni? ieomytrycznie propor­

cyonaln?, któr? b?dzie liniia C F, pod?ug tego
eo si? wy?ey 'powiidzialo (?w4) Z punktu C pro-
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ruioniem CF w)'h(??li? ?uk FB, przecinaiacy 11-

niia dJu? CE -w punkcie B. Nakoniec wykre?li?
kolo, to któregoby okr?!g przechodzi? przl:'z trzy pun­

kt! A, B, D sposobem podanym wy?ey (111),
ko?o to b(?d'l.ie szukane : iako? pod?ug wykre?lenia
AC: CF=CF: CD; czyli AC: CB=CB: CD:

gdy? CB=CF '/.. wykre?lenia. A ?e AC iest si e­

czna kola ADB, a CD iest cz??? iey za ko?em 1

wi?c cn icst etyczlla tego? ko?a (21 S). Gdy wi?c

okr?g znulez iom-go ko?a przechodzi prze:z, dwa

dane punkta A i D, i dotyka si? linii dan?v CE

w punkcie B, koto z.attlU ADR iest szukane.
.

Gdy linia AD iest od CE równoodleg?'a ,
na

ten CZCl1" punkt. szuknnv B ozn.iczv prostopad?a ze

?rodka Iiniii AD spuszczona do CK

R O Z D Z I A ? VIII.

o PJTifiZokr:tac!z w bo?o wpisanych i opisunych. na

kole.

224. Uwaga l. Powiedzieli?my wy?P.y (111),
?e mui?c dane trzy punkta , h)le nie w linii pro­

st?y ,
m o?ua zawsze wykre?li? ko?o, h.tóregoby

okr?g przechcdzil' przez tc trzy punk ta. Z tego

wvpada ,
?e maiac dany iskikolwiek tróyk?t ABC

fig. 120 mo?na zawsze wykrp?li? ko?o, któregoby

okr?g przechodzi]' przez wi?rzcho iki trzech k?tów

tq:o t.róykqt.a: taki tró) kc?t zowie si? tróyk?tem
w ko?o «opieanv m; triat,gulwn circulo inscriptum:

,'" powszechno?ci k??Jy wielokat nazywa si? WIe­

lok?tem w ko?o wpisanym, gdy pr.:ez wierzcho?ki

wsz ystk ich iego katów przechodzi okr?g ie.lncgo

l,ola' ko?o za? takie zowie sie ko?em opisan?m
, .

na wielok?cie.
225. Uwaga. '2. Zastanowiwszy si? nad tróy­

k?tem ABC w kolo wpisanym, m o ?na niektóre
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iego w?asno?ci wy?e y dowiedzione innym sposo­

hem okaza?. I t.rk i od
, trzy kelty tróvk?ta wa­

?? d wa k4ty prof?e . gdy?: ka?dy z nich ma za

miar? potow? :fuku zawartego mi?dzy iego ramio­

nami ( 125); a ?e ?uki miedzy Lunionami tych
trz.?ch k?tów zawarte równai? si? ca?emu okr?­

gowi, wi?c miar? tych trzech k?tów iest polowa

okr?gu , czyli miara dwóch k?tów proftych.

12re. Gdy d wa k?ty B i C s? równe, po?o­
wa ?ulm AC równa b?dsie po?owie lu­

ku AB, a tern samem i ca?y ?uk AC równy ca­

?emu ?ukowi AB; gdy za? ?uki t? s? równe, b??

d? te? i ci?ciwy ich AC, AR równe (106), a ze

ci?ciwy te s? bokami tróyk?ta ABC, wi?c troykat
ten iest równoramienny.

'Jeie. Odwrotnie równo?? boków AC, AB

cia?nie za sobe równo?? dulców AC AR i równo??
.1::>. ,

k?tów B i C.

4te. Gcly trzy k?ty AJ E, C s? równe ?
lu­

I

lii te? eB, CA, AB b?d? równe, i ci?ci wy tych
?uków eB J CA, AB które tu s? bokami troyk?ta6
b?d? rów ne: to iest

, tróyk?t b?dzie równobocznv,
Ste. Od wretnie równo?? holów cn, Ci\..

AB, ci?gnie za soha równo?? ?uków CB, CA, AB?
i równo?? k?tów A" B, C.

6te. Je?eli k"!tA>B b?dzie te? ful, CB>
AC, a t?m samem i ci?ciwa CS, która tu iest bo­

kiem tróvka] a, wi?ksza od ci?ci. wy AC (122),
i t. d.

22t>. Zagad. 117 ewnqtrs: danego tr6ykqta ABC

fig. 121. wykresli? kolo takie, aby boki truykCf:.­
ta by?y sty cznemi tego kola.
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Rozso, Dwa którekolwiek k?ty A i B podz.it'­
li wszy na d wie równe cz??ci (46), przez Iiniio AS,
BS przecinai?ce si? w punkcie S, i z punktu S do

któregolwiek boku trójk?ta np. do boku AB spu­

?ciwszy prof?opadi? SD, punkt S b?dzie ?rodkiem,
a profiopadta SD promieniem ko?a szukanego.

Gdy? spu?ciwszy do innych dwóch boków

prostopad?e SE, SF, w dwóch tróyk?tach ASD,
ASE, bok AS iest spólny, k?ty przy A równe

z wykre?lenia, k?t ADS = AES iako profie: wi?c
dwa te trók?ty przystan? do siebie (26), a w

sczcgólno?ci SD = SB. Tym?e sposobem z tróy­
k?tów SDB, SFB mug?cych do siebie przyf?:a? do­

wiedziemy, ?e SF=SD. Trzy wi?c prof?opad?'e
SD, SE, SF sa sobie równe. Olerag zatem ko?a

z puktu S promieniem SD nakre?lonego, przeydzie
prz(>z punkta E i F; i boki tró) k?ta ABC w

punktach D, E, F, L?dq stycznemi z ko?em (1l4.)
KOlO wewn?trz tróyk?ta wykre?lone, któle­

go boki tróy k?ta s? stvcznerni , zowie si? ko?em

w tróykat, w pisanern : a atróyk?t zowie si? tróy­
k?tem opisa nv m na kole; 'I'rianguluni circu-:

lo circuinscriptum: "r powszechno?ci ka?dy wie­

lok?t, któn'go wszvf?kie boki sa. st) cznemi iedne­

go ko?a wykrp.?lonrgo wewn?trz wielok?ta, zowie

si? wi elobatem. na kole opisanym, a lwio takie

zowie si? ko?em wpisan?m w wielok?t.

Poprzedzai?ce wi?c zagadnienie mo?na ina-,

cd-_y tak wys?owi?: wpisa? bo?o li' dany tr6ykqt.

227. Uwaga. Poniewa? przez trzy punktu
A, C, Bjig. 120, okr?g tylko iednego kofaprze­
chodzi? mo?e (112); wi?c wzi?wszy punkt ?ty D

za ]wlem, rZCCZi:? iest widocz n? ,

?

e okr?g kol'a

ACB nie mo?e przej
??

przez punkt D, a t?m sa-
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m?m czworok?t ADCB nie mo? e by? w koto

,wpisany. Lecz. gdyby 4ty punkt F znaydówat
si? na okr?gu ko?a ACB, czworokat AFCR hy?­
by w ko?o wpisany. Stc?(l si? okazuie

,
?e nie

ka?dy czworok?t, a tern bar,lzi?y nie b?dy wie­

lok?t mai?ey hoków wi?c?y ni? 4, mo?e by? W

ko?o wpisany.
228. 'I'wierd. Ka?dy wielok?t foremny mo­

te by? Ul lio?o wpisany i opisany na kole.

Dowod. Niech bcdzie iakikol wiek wielo kat

foremny ABCDEF .fig.· 122. Nakre?lmy ko?'o któ'­

regoby okr?g przechodzi? przez trz y wierzcho?ki

trzech przylegtych k?tów, A, B, C; niech punkt
S b?dzie ?rodkiem tego: ko?a mam y okaz a?

,
?e

okr?g iego przeydzie przez- wszystkie wierzcho?ki

k?tów wielok?ta. Jako? z punktu S poprowadziw­
szy liniie proste SA,' SB, SC, SD i t. d. do

wszystkich wierzcho?ków k?tów wielok?ta, trzy
pierwsze liniie SA, SB, SC s? pod?ug wykre?le­
nia, promieniami tego ko?a, a t?m sam?rn równe:

wi?c dwa tróyk?ty SBA, SBC, w których bok SB

spólny , bokSA=SC, bok BA=BC, przystan?
do siebie (28), a w sczególno?ci k?t SBA = SBC;
a zatem iedcn z nich np. S?C iest po low? oou­

dwu, czyli k?t SBC iest po lo w? k?ta ABC.; ?e

za? k?t ABC = BeD, g-?y? wielok?t ABCEF iest

foremny; wi?c kit't SBC iest tak?e porow? k?ta
BCD. Nadto w tróyk?cie SBC bok SR=SC z wy­

kre?lenia; wi?c k?t SBC=SCB, zatem i k?t SCB

iest po?ow? k?ta BCn, a t?m samem k?t SCD iest

drug? pofow? tego? k?ta BCD. VVi?c k?t
SGB =SCD. W dwóch zatem tróyk?tach SCR,
SCD, bok SC iest spóJny, hol, CB =CD z za­

?oicnia, i k?ty r;ni?dzy tcmi hokami zawarte
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SCB, scn równe: wi?c dwa te tróyk?ty przy­

stan? do siebie (24) a" w sczeglno?ci bok SB=

SD: a zatem okr?g przechodz?cy przez :3 punkta
A, D, C, przeydzie tak?e i przez punkt D. Tym­
?e 'sposobem okaza? mo?na, ?e lokr?g prechodz ?­

ey przez :3 punkta B, C, D, przeydzie tak?e przez

punkt E i t. d. VVi?c ten sam okr?g który prze­

chodzi przez punkta A, B, C, przeydzie przez

punkta D, E, F, to iest , przez. wszyf?:kie wierz­

cho?ki k?tów wielok?ta.

zre. Ze ?rodka S ko?a opisanego na wielo­

k?cie, spu?ciwszy prof?opad le SM, SN i t. d, do

boków wielok?ta, wszyf?hie te prof?opad?'e b?­
d? mi?dzy sob? równe: gdy? boki wielokata s?

ci?ciwami kota opisanego: ci?ciwy tr- s? mi?dzy
sob? równe, wielokat bowiem ABCDEF iest fo­

remny; a zatem odleg?o?ci tych ci?ciw od ?ro­

dka ko?a, to iest
, prostopad?e SM, SN i t. d. s?

mi?dzy sob? równe (124). Wzi?wszy wi?c lini?
SM za promie? i z punktu S jako ze ?rodka

nakr??liwszy kolo, okr?g tego ko?a przeydzie
]H'"?eZ wsz vflkie punkta M, N, O i t. d., i boki

wielok?ta w punktach M, N, O i t. d. b?d? stvczne

tego ko?a (l J 4), a zatem ko?o to b?dzie wpisa-.
ne w vsiclokat.

229. Uwaga. Punkt S spólny ?rodek kofa

wpisanego w wielok?t i na nim opisanego , mo?e

by? takie uwa?any iako ?rodek wielok?ta, dla

t?y przyczyny k?ty ASB, BSC i t. d. zawarte

mi?dzy dworna promieniami do kOllQÓW boków

wielok?ta poprowadzonerni, zowia si? k?tami we

?rodku wielok?ta.
W szyfikie k?ty we ?rodku wielokata fore­

mnego, s? miedzy sob? równe: gdy? d?ciwy AD,
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DC i t. d., a tPID sam ?m i luki AB, BC i t. d.

b?d?ce rniarami tvch katów, sa równe. A ze wszyst­
kie te l,?ty wa?? 4 k?ty pro:fte (16), wi?c le­

dnego wa?no?? znaydzie si? podzieliwszy 4

przez liczb? boków wielok?ta. I tal. np. wo?mio­

k?cie foremnym ieden k?t we ?rodku iest ?czt<?­
re ch k?tów profiych czyli ? = i iednego k?ta pro­

stego i t. d.

230.
_

TJTniosek. A st?d wyparta, ?e wpisa?
w kolo wielok?t foremny o iakieylwlwiek liczbie

boków
,

iest to samo, co podzieli? okr?g kola

danego na tyle ?uków równych, ile wielok?t mie?

powinien boków, i poprowadzi? ci?ci wy tych lu­

ków; ci?ciwy te b?d? bokami wielokata foremne­

go w ko?o wpisanego: gdy? l(Jdbo],i·AB, BC it. d.

iako ci?ciwy luków równych, s? sobie równe.

are. Tr-óyk?ty ABS, BCS, CDS i t. d. przy­

stan? do siebie (28), wi?c k?ty SBA, SBC, SCB?
SCD i t. d. s? równe: a t?m sarnem i k?ty ABC, '

BCD i t. d. b?d? sobie równe. A zatem fJ.gura
ABCDEF b?dzie wielok?tem foremnym.

251. Zagad. W dane kolo wpisa? trtykqt
równoboczny.

Rozw, Poniewa? tróvk?t równobocznv

iest . wielok?tem foremn yrn maiacvm trzy bo­

ki, trzeba wi?c okr?g kora danego podzieli? na 5

cz??ci równe ; a ci?ci wa 5ciey cz??ci okr ?gu b?­
dzie bokiem tróvkata szukanego (230); albo te?

oh?g podzieli? na 6 cz??ci równvch
,

a ci?ciwa
dwóch takowych cz??ci, b?dzie bokiem tróvkat«

szukancngo : gdy? i- =?. Aby za? podzieli? okrc1g
na 6 cz??ci równych, trzeba w dan?rn kole popro­

wadzi? ci?ciw? równ? promieniowi tego? koh;
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ci?ciwa ta odetnie ?uk równy I szóst?y cz??ci o­

kr?gu.

Jako? niech b?dzie sze?ciok?t foremny ABCDEF'

fig. J 25. w ko?o wpisany: na okazanie ?e bok tego
szes'ciokata , b?d?cy ci?ciw? szófh?y cz??ci okr?gu,
iest równy promieniowi tego? ko?a, poprowad?my
promienie SA, SB: w tróyk?cie ABS, k?t ASB,
we ?rodka sze?ciok?ta iest "* cz??ci? 4 kantów pro­

stych, czyli ? lub % jednego proftego (250); wi?c
dwa k?ty SAB, SBA Wil?? reszt? do 2 k?tów

prostych: czyli k?t SAB + SBA = 2 ? ?=%??=

4 kata próf?ego. A ?e }.?ty te s? równe; gdy?
SA = SB; wi?c 1\aidy z nich wa?y polowe ?, to

iest, k?ty SAB,SBA wa?? po j kata protl:cgo. TróY­
k?t zatem ASB, nai?cy wszyftkie trzy k?ty ró­

wne, iest równoboczny: wi?c bok AB = SA; to

iest
, bok szesciobqta w ko?o wpisanego rowlly

iest promieniowi tegol ko?a. Poprowadziwsz.y li- ,

nicie AC, CE, EA, z których ka?da ictl: ci?ciw?.
dwóch szóstych cz??ci okr?gu, b?dzie ACE tróy­
k?t równoboczny w ko?o wpisany.

252. Uwaga. Porlali?my wy?ey (110) ,.

sposób podzielenia luku demego na d wie równe

cz??ci. Kiedy wi?c okrag koia podzielony hy?­
mo?e na 6 oz ??ci równych, mo?na go takie po­

dzieli? na 12 cz??ci równych: na tcn koniec do­

sy? b?dzie ?uk równy szó:l.l:ey ez?sci okr?gu po­

dzieli? na dwie równe cz??ci, iedna takowa cz???
b?dzie równa dwunastey cz??ci okr?gu. Porlzie-, .

li wszy znowu ?uk równy dwunaf??y cz??ci okr?­
gu na dwie cz??ci równe, b?dziemy mieli 24t?

cz??? okr?gu i t. d. Mo?na wi?c okr?g podzieli?
tl? cz??ci równych 12, 24, 48 i t. d. czyli, co na
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ledno wychodzi, w dane ko?o mo?na wpisa? wie­

?ok<?ty foremne o 12, 24, 48 i t. d. bokach.

235. Uwaga. 2. \/V czworok?cie ABCS bo­

li przeciwne s? sobie równe, a zatem czworok?t
ten iest równoleglohokiem (79); b?dzie 'wi?c ACZ.

+BS2 =ABz + BCZ. +CS·? + AS2 (176); czyli
ACZ.+BSC!. = 4BS2; gdy liniie AB, BC, CS,

AS, s? mi?dzy sob? równe; a zat?m i kwadraty
ieh sa tak?e równe. \IV osta?niem równaniu od­

i?wsz?y po obu stronach BS'.!, zostanie AC2 =

o BS2; to iest
,

AC2 trzy razy \ v i?l;:szy od BS2.

A zatem BS2: ACZ == 1; J; a t?rn sarn?m BS; AC

= l ; V S, to iest, promie? ko?a tak si? ma do

boku tróyk?ta równobocznego w to kolo w pisa­
nE'go, iak iedno?? do pierwiastku liczby 3. A st?d

wypada iod ,
?e mai?c wiadomy promie? kola,

mo?na b?dzie wyrachowa? bok tróyk?ta równo­

bocznego w to? koi o wpisanego ; i odwrotnie; zre

?e poniewa? prawdziwy pierwiastek liczby 5 nie

mo?e l)y? wyra?ony w Iiczbach , wi?c promie?
. ko la i bok tróvk ?ta równobocznego w tó? kolo

wpisanego, s? d wie, liniie niespó?mierne (58).
.

254. Zagad. HTdane kolo wpisa? bwadrad.

Rozw. \IV dan?m kole poprowadziwszy dwie

?rednice AC, BD do siebie proflopadi'e fig. 124,
i ko?ce ich po??cz ywszy ci?ci wami AB, B C" CD,
DA, czwor?k?t ABCD w kolo wpisnny iest kwa­

dratern szukanym: gdy? wszyfl:kie k?ty iako za­

warte w pó?kolu ( 128) s? profie; wszystkie bo­

ki s? mi?dzy sob? równe, ho s? cieciwami czte?

rech Iuków równych, iako b?d?cych miar? 4 k?­
tó w prof!:) ch, mai?cych swóy wi?rz chol ek W pun-
kcie S.

.
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235. Uwaga. VVpisawszy w ko lo kwadrat,
Iatwo b?dzie mo?na wpisa? wielol,?ty foremne

o S, 16, :'52 i t. d. bokach u?ywai?c sposobu wy-

-ley podan-go (252.).
.

236. 2. Uwaga. W tróyk?cie ASB prosto­

k?tnyrn przy S, iest ABz = AS2 + BS2; czyli
ABz = 2 BSz; gdy? AS = BS iako promienie; to

iest ,kwadpt z boku AB, czyli kwadrat w kolo

wpisany, iest dwa razy wiekszy od kwadratu z pro­

mienia tego? kola; a zat?m BS2: AB2 = l : 2, a

tern samem liS; BA=l : V 2; to iest
, prumie? kola

tak si? ma do hoku kwadratu w to? ko?o wpisane­

go, iuk iedno?? do piJ?rwiastJm liczby 2. Mai?c
zatem widdomy promie? ko?a, mo?na b?dzie wy­

rachowa? bok kwadratu w koi'o wpisanego:
i odwrotnie.

237. Zagad. W kolo dane UJ pisa? pi?cio-:
k?t joremfY' .

Rozw. A by zagadnienie to rozwi?za?, trzeba

okr?g koi'a danego podzieli? na 5 cz?sei ró­

wnvch ; a ci?ciwa pi?tey cz??ci okr?gu, b?dzie
boki?rn pi?ciekata szukanego; albo te? podzieli?
okr?g na 10 cz??ci równych, a ci?ciwa dwóch

dziesi?tych cz??ci okr?gu b?dzie bokiem pi?cio­
k?ta szukanego: gdy? ? = lo: trzeba wi?c znale??

oi?ciw c dwóch dziesi?tych cz??ci okr?gu, albo co

na jedno wychodzi, bok dziesi?ciok?ta foremnego
w lwio wpisanego.

Daymy, ?e AR fig. 125 iest bokiem dzif'­

si?ciok?ta foremnego w 1,010 wpisanego. Z, ?rod­

ka ko?a S poprowadziwszy dwa promienie SA,
SB do ko?ców A i B boku dz.iesi?cioka ta, k?t
we ?rodku tcgo wielok?ta ASB iest dziesi?t? C7.?­

?ci? 4 k?tów proftych , czyli -lo albo t iednego
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k?ta proftego : wi?c w tróyk?cie ASB, dwa. dru­

gie l{?ty SAB, SRA wa?? reszt? do dwóch k?tów
proflvch ,

to iest, wa?? obadwa razem ? k?ta pro..,

f?ego : a:i.ek?ty te SAB? SBAs? równe, ho SA,
SB s? promienie, wi?c ieden z nich np. k?t SAB

wazy po?ow? i·, to iest wa? y ? k?ta prof?ego :

a ze k?t ASB wa?y % k?ta prostego, wi?c k?t
SAB iest dwa razy wi?kszy od k?ta ASB. J:1odzie­

liwszy wi?c k?t SAB na dwie równe cz??ci przez
Iiniia AC, b?dzie k?t CAS = ASB, a tern samera

w tróvk?cie ACS, b?dzie bok AC = CS.

VV tr6yk?cie ABC k?t przy B,. iako?my oka­
zali wy?ey, wa?y t- k?ta profl:ego; k?t CAB wa­

zy ?. kata profiego z wykre?lpnia : wi?c Dci k?t
ACB wa?y r eszt? do dwóch k?tów prostych; to

iest, wa? y t k?ta prostego; a zatem tróyk?];' ABC

mai?cv }11'zy podstawie BC dwa k?ty równe, iest

:równoboczny, b?dzie wi?c AC = AB; wi?c trzy
te liniie AC, CS, AB s? mi?dzy sob? ró wne :

znalaz?sz y wi?c iedn? z nich, znaydziemy tern sa­

mem i d wie inne.

Dwa tróyk?ty ASB, ACB mai? k?t prz.y fi

spólny; k?t ASB = CAB z wykre?lenia: a zatem s?
podobne, b?dzie wi?c AS: AB = AB: Be; czyli,
BS: CS=CS: BC; gdy? AS=BS, AB=CS: to

iest, promie? BS w punkcie C podzielony iest w

stosunku ?rednim i skraynym (222), i bok lok?ta
AB równa si? odcinkowi CS, który iest wi?kszy
od drugiego odcinka eB: gdy bowiem w ostatniey
proporcyi poprzednik pi?rwsz y BS wi?kszy iest od

swego nast?pnika CS? wi?c i poprzednik drugi CS
musi by? wi?kszy od swego nast?pnika eB. Chc?c za­

?m wpisa? pi?ciok?t foremny w dane kolo, trze­
ha 'napraód promie? danego kob podzieli? W sto-

J9
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sunku ?rednim i skraynyrn : odcinek wi?kszy pro-.
mienia tak podzieloncgo, b?dzie ci?ciwa lot?y
cz??ci okr?gu: poprowadziwszv potem ci?ciw?
dwóch dsiesi?tych cz??ci okr?gu, ta b?dz.ie bo-,
k iem pi?ciok?ta szukanego.

'

Uwaga. Wpisawszy w ko?o pi?ciok?ti dzie­

si?ciok?t foremny, ?atwo b?dzie w to sarno kolo

wpisa? wielok?ty foremne 020, 40, 80 i t. d. bo­

kach sposobem wy?ey podanym.
VV powy?szym sposobie dochodzenia hoku

dz.iesi?ciok?ta foremnego w ko?o wpisanego, przy­

puszczamy, ?e bok ten ief? iu? znaleziony, i pi.·Zf'Z

ci?g rozumowa? dochodzimy na ko?cu, i? hok

ten równa si? wi?ksz?y cz??ci promienia podl.ie­
lonego w stosunku ?rednim i skravnvrn. W na­

ft?pui?cym sposobie dowodzenia tey?e prawdy
przypusczenie takowe nie ma mievsca ; lecz za to

prspu?ci? nale?y iako rzecz sk?din?d wiadom? i

potrzebui?c? tylko dowodzenia, ?e wi?ksza cz???
promienia podzielonego w stosunku ?rednim i skray­
nym równa si? bokowi dziesi?ciok?ta foremnego
W.1\010 wpisanego.

Niech b?dzie promie? SB podzielony w pun- .

kcie C w ftosunku ?rednim Ikraynym. Wzi?wszy
ci?ciw? AB=CS,ipoprowadziwszySA, CA; po­

niewa? pod?ug za?'o?cnia BS: es = CS: BC, a

AD = CS z wvkr??lenia , b?dzie 'wi?c ES: AB =

AB: BC; tróykclty zatpm SBA, CBA s? podobne

( J 96), a tpm s,tntpm Jul.ty przeciwne bokom pro­

porcyonalnym s,? równ e ; to icst k,,!t S= CAB, i

k?t SAB = ACH: a ?e k,,!t SAR = B, gdy? lróy­
k?t SBA iest równoramienny, wi?c i k?t ACB =

H, a t?m samem bok AH=ACj ?e za? AE=9S
zwyhe?lenja, WI?C AC=CS: tr6)I.?t z at?ru
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ACS iest, równoramienny, a t?rn samem k?t S =

CAS.
.

Lecz k?t ACB=S+CAS (85'); czyli
kelt SAB = 2S; a t(:m samem

.

k?t B = 2S.

\tv ostatnich d wóch równaniach dodawsi y

firony odpwiadaiaee , bc.:dzie

K?t SAR' + B = 4,s. Doda wszy po obu stro­

nach k?t S, b?dzie k?t SAB + B + S = 5S; to iest ,

.

w tróyli:?de SBA SUITuna wsz yftkich trzech k?tów
iest 5 razy wi?ksza od kata S, czyli co na iedno

wychedzi , I<?t S iefi pi?t? cz??ci? trz ecli !{?tów
tróyk?ta: a ?e trzy k?ty troyk?ta wa??' dwa hity
profte ; wi?c k?t S iest pi?t? cz??ci? dwóch ka­

tów prof?y ch
,. czyli dziesi?t? cz??ci? 4 k?tów pro­

flych? a t?m samem ?uk. AB b?d?cy. miar? k?t.l.
S, ieR dziesi?t? cz-??ci? ca?ego okr ?gu , wi?c ci?­
ciwa ?uku tego AB równa z wykre?lenia wi?kszey
cz??ci promienia podzielonego w fiosunku ?rednim

i skraynyrn ,
iest bokiem dziesi?ciok?ta foremnego

w kOlO' wpisanego.
258: Zagad. lrpisa? ut kolo wielok?t fo­

remny o 1?5 bokach ..

.
Rozw. Bok sze?ciok?ta czv li promie? lio?a iest

ci?ciw? 6t?y cz??ci okr?gu; b?k dziesi?ciok?ta .iest
ciaoiw? 10 tey cz??ci okr?gu. Ró?nica mi?dzy * i

lo iest "l?). "Ti?c z punktu A przenios?szv bOR (lzi?:­
si?ciokata od A do D, i promie? kota od A do E '»

luk DE = AE - AD
, czyli ?uk D? iest ró?nic?

mi?dzy fi i z\, cz??ci? okr?gu, a tern samem ief]

lo cz??ci? okr?gn. Wi?c ci?ciwa tego ?uku b?­
dzie bokiem pi?tnastok?ta foremnego w ko?o wpi-'
S\lnego?



148 JEOMETRYI

Uwaga. 'iVpisawszy w ko?o pietnaftok?t fo­

remny ,.
?atwo b?dzie w to samo ko?o wpisa? wie­

lok?ty foremne o 50. 60, 120 i t. d. bokach spo­
sobem wy?ey podanym.

?59. Uwaga. 2. W powy?szych zagadnif!­
niach podali?my sposób podzielenia okr?gu, lód

na cz??ci równych 3, 6, 12 i t. d.; zre, na 4, 8,
16 i t. d.; 5cie, na 5,10,20 i t, d.; 4te, na 15,
50, 60 i t. d.

S? tak?e sposoby dzielenia okr?gu na innne

cz??ci równe
,

a mianowicie na 25, 50, 100, 200,

400 i t. d.; na 45, 90, 180, 360 i t. d.; lecz spo
-

s?by te w Jeometryi Elementarney wy?o?one by?
me mog?.

240. Cz??? ?h okr?gu zowie si? stopniem'
gradus. VV prowadzono ten podzia? okr?gu na

stopnie dla ?atwieysz?go oznaczania wielko?ci k?­
tów, których miar? s? ?uki mi?dzy ramionami

zawarte, ieko?my powiedzieli wyrAy (lI!}); a dla

wi?kszey dok?adno?ci ka?dy stopie? dzieli si? ies­

cze na 60 cz??ci równych zwanych minutami

pierws%emi, minuta prima, ka?da minuta na 60

cz??ci równych zwanych sekundami, minuta se­

cunda ,
ka?da sekunda na 60 cz??ci równych zwa­

nvch tercyami, minuta tertio i t. d. Zero po?o­
?óne u góry z praw?y strony liczby iakiey oznacza

stopnie ,
a znatnie iedno , dwa, trzy i t. d. takie?

po?o?enie maiace
,

oznacza minuty, sekundy, ter­

cye i t. d. np. ?uk iskikolwiek a=57°, 15, 24,

znac1,y, ?e ?uk ten ma Ropni 37, minut 15, i se­

kund 24?

Poniewa? miar? k?ta prostego ieft czwarta cz??o

okr?gu (120), wi?c k?t prosty ma no stopni; k?t

voztwarty wi?c?y a },?t oflry mniey ni? go stopni,
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Mo?na by?o inn? iak?kolwiek cz??? okr?gu
l'ni?? za stopie?: zgodzono si? iednak na cz??? 3%0
dla h5y podobno przyczynv, ?e liczba 560 iest

podzielna przez wszvf?kie liczhy, zacz?ws/ly od l,

a? do 10, wy??czywszy tylko liczb? 7.

Pó?niey we Francyi przvi?to inny podzia?
okr?gu na stopnie: 4?"1r cz??? okr?gu nazwano gra­
de stopniem; setn? cz???stopnia nazwano minut?,

setn? cz??? minuty nazwano sekunda i t. d. VV ta­

kim wi?c podziale k?t profty ma 100 stopni ; k?t

roztwarty wi?ccy ,
a k?t ostry ·mniey a ni?eli 100

stopni . luk np. inkikolwiek a= 24, gl znaczy,
?e luk ten ma flopni !l4 i minut 9 J, pod?ug no­

wego podzia?u.

Nowy ten podzia? w t?m iest wygodny, ?e

dzia?ania arytmetyczue z u?omkami dziesi?tnerni­

wymagai? nie wiele pracy.

Wreszcie stopnie dawnego podzia?u ?atwo

by? mog? obrócone na stopnie podzia?'u nowego,

j odwrotnie. Chc?c np. 72 stopnie podzia?u dawnego
obróci? na f?opnie podzia?u nOWf'go, trzeba u?o?y?
naf??pui?c? proporcy?:

go: ]00=72: X=8o.

Podobnie? chc?c np. 50 stopni nowego po­

dzia?u obróci? na stopnie podzia?u dawnego,
trzeba u?o?y? naf??puiaoa proporcy?:

100: go = 50: X=45. i t. d.

241. Powiedzieli?my wy?ey (12 l), ?e ,v

niektórych sczególnych przypadkach mo?na k?t da-o

ny, a tern sam?rn ?uk b?d?cy miar? tego k?ta

podzieli? na cz??ci równych 5, 5 i t. d. Zagadnie­
nia poprzedz ai?ce u?atwi? do tego drog?;
trzeha tylk@ uwa?a? iak? cz??ci? calego okr?gu
iest dany ?uk. Niechby np. dany ?uk hy? 4t? cz?­

;Qi? okr?gu kola ? bok dwunastek?ta foremnego w
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ko?o wpisanego, by lby cieciw? 5ciey cz??ci dane­

go ?uku, a ho k dwudziestok?ta foremnego \V to}.

ko?o wpisanego by?hy ci?ciw? 51PY cz??ci tr-go?

?uku. Gdyby ?uk dany hy? St? cz??ci a Okr«gll
ko?a, bok pi?tnastokata foremnego .w to ]wlo \\'p?­
?anego bylby ci?ciw? 5ci?y cz??ci danego lll­

ku i t .. d.

242. Zagad. Maiqc wiadomy bob wieloJ;qta

foremnego o iakieykolwiek liczbie babbu: UJ kolo

wpisaneg o
,

znalezc wa?nos? boku iunnego wielu­

k?ta foremnego 'UJ to?. kolo wpisanego, który ma

bokou) dwa razy wi?cey llii wielok?t pierwszy.

RazUJ. Niech berlz.ie AR fiEf. 12t;, i)o];: wie­

Iokata pierwszego, AM bok wiclokata drugipgo.
Przed?u? ywsz.y promei? MS do N, i poprowadzi­

wszy cieciw? AN, w tróyk?cie MAN' pro tok4-

tnym przy A (128). i w ktorym AB jest proflopa-
.dla do MN (109), iest MN: A!V.[= :\'''1: MO

(202). Wi?c AM2 = MN X MO. A ?e MN =

2MS, a 1\o10=M8-80; b?dzie wi?c

AM2 = 2SM (MS
- SO ) : - .' - .. - A.

W tróyk?cie A80 prof?ok?tnyrn przy O, id?:

S02 =AS2 -A02 (16?,) .cz yli S02 = MS2-

(iAB)2: gdy? MS= AS, AO = ?AB. Wi?c SO

=VMS2-(iAB)2. VV równaniu zatem A za,­

miaf? SO po?o?ywszy :&nalezi()n? wa?no??, równa­

nie to zamieni si? w nafl?puiace : AM2 = 2MS

(MS -V MS2 -O AB)2.

Wzi?wszy promie-h MS równy l, b?dzie

AM2 = 2 ( 1- V 1- (i AS) 2'); to iest: po­

?ow? boku dallPgo wielok?ta podnie?? do kwadra­

tu; kwadrat ten odi?? od 1, z pozofia??y reszty
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W) ciagn?? pierwiaf?ek k wadratówy ,który odj?­
ty od 1 i ruzmno?on y przez 2, h?dsic kwadratem

boku wielok?ta szu?anego; a zatem pi?rwiaf?ek te­

t;o kwadratu b?dzie wa?no?ci? tego? boku.

?l1k AM wpunkcie P podzieliwszy na dwie

równe cz??ci, i poprowadziwszy dwie ci?ciwy AP,
lJM; c.i?ciwy te hYl)by dwoma przyleg?ami bo­

kami wielok?ta foremnego w kolo wpisanego, ma­

j?cego boków dwa razy wi?cev ni? wielok?t drugi;
i by?oby podlug powv?szego zagadnienia Apz =

2( l - V 1-( i Al\1)< ); i tak dal?y.

2-1:3. Zagad. Maiqc coielobqt foremny o ia­

kieykolwiek liczbie boków ABCD,i t. d. fig, 127

w kolo wpisany, opisa? na ibn kole drugi wielo­

k?t podobny pierwszemu,

Rozw. Ze ?rodka ko?a S, spu?ciwszy promienie Sa,
Sb i t. d. profiopadfe do boków wielok?ta ABCD

J?F, i przez pnukta a, b, c i t. d. poprowarlz.iwszy'
Hyczl1? kOla G H, HI i t. d., a? do przeci?cia si? z

sob? w punktach G) H, I, Kit. d. wielok?t GHI.
i t. d. b?dzie szukany: gdy? poprowadziwszy lini­

ie ?G, SH, SI i t. .i., tró"kc!ty SHa, SHb pro­

stok?tne przy et i b rnaia bok SH w spóln y; bok Sa

= Sb; wi?c przyflana do siebie (52), a w scze-.

gólno?ci k?t HSa, = HSb, a z at?m i miary t) ch

katów S'? równe; to iast
,

luk Ba = Bb. VVi?c li­

niia SH przechodzi prwz ?rodek ?utu ab
, etyli

Iiniia SH przechodzi przez wierzdlOJek k?ta B.

Tym?e sposobem okaza? mo?na ,
?e liniia SI

przechodzi przez, wierzcho?ek k?ta C i t. d. Ze

za? liniia GH iest równoleg!a od AB, gdy? obie­

dwie s? prostoparHe do Sa, i liniia HI ?ównoh'gta.
od Be i t. d. b?dzie k?t G1II=AHC (70). Po-
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dobnie? okaza? mo?na, ?e k?t lUK == BeD i t. d.

VVi?c k?ty wielok?ta opisanego równe s? k?tom
wielok?ta wpisanego. Nadto w dwóch tróyk?tach
GSH, ASB podobnych, tudzie? w drugich dwóch

HSI, RSC podobnych, iest GH: AB = SH: SB,
HI: BC =SH: SB; a ?e SH: SB=SH: SB, wi?c
GH: AB=HI: CR.

VV tey proporcyi nast?pnik. 1 wszy AB równy
ieft naf??pnikowi smu Be z za?o?enia; wi?c i po­

przedniki s? równe: to iest
, GH = HI. iTym?e

sposobem okaza? mo?na, ?e HI= IK, IK=KL

i t. d. a zatem wielok?t GHI i t. d. ma boki wszyst­
kie mi?dzy sob? równe; iest wi?c foremny i po­

elobn y wielok?towi wpisanenu.

Sposób 2gi. Niech b?dzie wielok?t foremn y
ABC i t. d. w ko?o wpisany fig. 128. Poprowa­
dziwszy promienie SA, SB, SC i t. d. i z ko?ców

A, R, C i t. d. tych promieni poprowadziwszy li­

niie G?!, HI, IK i t. d. prostopadle do tych pro­

promieni, i przccinai?ce si? z sob? w punktach
H, I, Kit. d., wielok?t GK b?dzie szukany.

'Gdy? w dwóch tróvk?tach ABG, BCH, bok

AB = BC iako hoki wielok?ta foremnego ; k?t
BAG = cnn mai? bowiem za miar? po?ow? ?u­

ków równych AB, BC (126), k?t ABq.=BCH
dla t?y?e przyczyny, wi?c dwa te tróyk?ty }Jrzy­

stan? do siebie, a w sczególno?ci k?t G = H.

Tym?e sposobem okoza? mo?na, ?e dwa

tróyk?ty BCH, COL przystan? do siebie; b?dzie
wi?c k?t H= I. To? mówi? o innych tróyk?­
tach ; a zatem wielok?t GHIK i t. d. ma .k?ty
równe,
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Nadto tróyk?ty ABG, BCH, CD! i t. d. s?

}'ównoramiellne; gdy? k?ty ich przy podsta wie AB,
BC, CD i t. d. s? równe, iako maiaee za miar?
po?ow? ?uków AB, BC i t. d.; wi?c bok AG=

.HG, BH = CH i t. d. a ?e wszystkie te tróyk?ty
mog? do siebie przyfia?, wi?c b?dzie AG = GB

= liR = HC = CI i t. d. Ze za? ka?dy bok wie­

lok?ta opisanego GHIK i t. d, dozony iest z dwóch

takowych liniy, wi?c wszystkie hoki b?d? mi?dzy
sob? równe. Wielok?t zatem opisany GHIK i t. d.

mai?c wszvf?kie k?ty równe, i ho ki równe iest

foremny.
2L?4. Uwaga. Przez wszystkie wi?rzchodki

k?tów kwadratu ABCD fig. 12L? \Y ko?o

wpisanego poprowadziwszy styczne; utworzy si?
EFGH kwadrat na kole opisany, ktory iest kwa­

dratem ?rednicy tego? kola: gdyz bok tego kwa­

dratu FF icst równy DB .Irednicy ko?a. A zatem

kwadrat na kole opisany iest to sarno co kwadrat

?rednicv.

245. Odwrotnie. Mai?c wielok?t foremny
GHIK i t. d. fig. 127. opisany na kole,
aby wpisa? w to samo koto drugi wielok?t

foremny podobny pi?rwszemu ,
",i?rzcho?ki k?­

tów danego wieluk?ta z??czmy ze ?rodkiem lw­

?a liniiami SG, SH, SI i t. d. które okr?g prze­

cinai? wpunktach AJ B, C i t. d. Punkta te
po­

??czywsz y liniiami prostemi AB J BC i t. d. wie­

lok?t AD b?dzie szukany: gdy? 16d tróyk?ty SGH,
Stu, SIK i t. d. mog? do siebie przysta?; a w scze­

gólno?ci k?ty ich prz y S s? mi?dzy sob? ró wne, wi?c;
i miary ich, to iest, ?uki AB, BC, CD i t. d. s?

tak?e równe, a tem samem i ci?ciwy AB, BG, CD

i t. d. b?d?ce bokami wielok?ta szukanego , s?

uli?dzy sob? równe. zre. Poniewa? GS = HS i

20
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AS =BS, wi?c GS: AS=HS: ES a zatem liniia AB

iest ruwnolegfa od linii Glf (180). Podobnym?e spo­
- sobern okaza? mo?na, ?e linia BC iest równol egl'a od

HI. Azat?m k?t ABC=GHI,iako zawarte mi?dzv Ii­

niiami wzgl?dem siebie' równoleg?'emi i wiedn?? firo­

n? rozchodz?cemi si?. Dla tey?e przyczyny k?t BCD

=HIK i t. d, a ?e k?ty GHI, HIK i t. d. s? ró­

wne z za?o?enia, wi?c i k?ty ABC, BCD i t. d.

b?d? sobie równe. VVielok?t zatem wpisany ABCD

.i t. d. maiac boki i k?ty równe, iest foremny.

Sposób 2gi Niech b?dzie wielok?t foremny
GHIK i t. d. fig. 128. opisany na kole: aby wpi­
sa? w to .samo ko?o drugi wielok?t foremny podo­

-bny danemu, punkta zetkni?cia si? boków wielo­

kata danego z okr?giem, to iest ponkta A, B, C

i t. d. po??czywszy liniamiproftemiAB, BCit.d.

wielok?t AllCn i t. d. b?dzie szukany: gdy? w

dwóch tróyk?tach ABG, BCH; bok AG=BH,
bok BG =HC iako?my okazali w zagadnieniu po­

przedzai?cem (243); k?t AGB = BHC z za?o?e­

nia: a zatem dwa te tróyk?ty przystan? do sie­

bie, a w sczególno?ci AD = BC. 'I'ym?e sposo­

bem okaz a? 11l0?Ha, przez przyftanie dwóch tróy­
katów BCH i CDI, tudzie? drugich dwóch CDI

i DEK i t. d., ?e bok BC=CD, bok CD=DE

i t. d. Boki zatem wielok?ta ABCD i t. d. s? mi?­

-dzy sob? równe: a tern samem i ?l1ki AB, BC,
CD i t. d. których boki te s? ci?ciwami, s? mi?­

-dzy sob? równe. A st?d wypada, ?e i k?t ABC

= BCD: ,gdy? pierwszy z nich oheymuie ramiona­

mi swoierni ?uk AEC, drugi obevmuie . ramiona­

mi swoierni ?uk BFD; te za? ci wa ?uki sa sobie ró­

wne, ka?dy bowiem z nich z?'o?on y iest ze 4 ?u­

ków mi?dzy sob? równych. Podobnie? okaza? mo-
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?na
, ?e k?t BCD = CDE, k?t CDE = DEF i t. d.

Wielok?t zat?rn ABCD i t. d. mai?c wsz yflkie bo­

ki i k?ty równe iest szukany.
246. Zagad. Jl1aiqc wiadomy' boJ.: AR, wie­

lok?ta foremnego ABCD i t. d. 1/.1 Ko?o wpisane­
go fig. 127. znale?? watno?? bnklt FIG wielokqta
G FII i t. d. na tem?e kole opisanego,

)Rozw. Poprowadz.iwszv Sa prostopad?? do

AB, dwa troyk?ty SAm, SGa prof?okatne przy m.

i a, i mai?ce k?t S spoIny s? podobne, wi?c Sm: "

Sa=Arn: Ga. Rozmno?ywszy 2gi stosunek przez

2, b?dzie Sm: Sa=2 Am: 2Ga; czyli Sm : Sa=

AB: HG. 'Vi?c
ABxSa

: - : -: - : - : A.GH

8m

Wtróyk?cie ASm iest Sm.z =ASz ? Am?

( 1,69) czyli Sm2 =Saz - C i AB) z; a zatem Sm

= V Sa" - ( i A B )2. Wa?no?? t? po?o?ywszy
w równaniu A zamiast Sm, b?dzie

ABXSa

GH=
\

V Sa'-2-=-'-C-{-A-' B-')-2-
Taka iest wa?no?? boku GM' wielol<ata fo­

remnego na kole opisanego. Or,naczywsz'y bok

AR wielok?ta w koro wpisanego g?osk? a, bOK

lIG wielok?ta na kole opisanego g?osk? A, a. pro-

mie? Sa uczyniwszy 1 .b?dz ie

aXl a

A=---

V I-({a)2 VI-({a)'l.
Podobnie? oznaczywszy g?osk? h bok wielo­

k?ta wpisanego mai?cego dwa razy wi?c?y boków ,

ni? wielok?t 1 wszy wpisany, a g?osk? B bok. wie-
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lok?ta ??isa?ego, mai?cego dwa razy wi?cey ho­

kó w, mz wielok?t l wszy opisany; b?dzie
b

B= i t. d.

V l-(j b)?

O
24,7· Twier. Obwody' wieloiiqt?w JoremnycTi

iedney' liczbie bobbu»; s? w stosunku promieni
6l opisanych lub wpisanych, a ich powierzch­

e $'}; Ul stosunku dwumnoinym tychie promleni.

Dow. lód. Niech b?d? dwa wielok?ty fore-.

mne o iedney liczbie boków ABCDEF
, abcdef

fig. 122: wpisawszy w nie i opisawszy na nich

ko?a, których ?rodki s? S, s, poprowad?my pro­

mienie SA, SB, SC i t. d .• w, sb, 80 i t. d. W

dwóch tróyK?tach ABS,. abs, l;:?t ASB =asb,

k?t SAB =sab: gd) ? ka?dy z. nich iest po?ow?
k?ta w wielok?cie: wi?c dwa te tróyk?ty s? podo­
one. B?dzie zatem SA: sa = AB: au. Ze za? i

obwody tych dwóch wielok?tów mai? si? iak AB:

ab (21'4); wi?c obwody te maj? si? tak?e iak SA,

sa:, to iest, iak promienie kó.l opisanych.

zre. Zpunktów S i s do hoków AR i ab

spu?ciwszy profl:opadte SM, sm , dwa tróyk?ty
AMS ams proftok?tne przy M, m, i w których k?t
SAM= sam, s? podobne; wi?c SA: sa= SM:

sm ; a ?e pod?ug dowiedzenia, SA: sa = AB: ab ;

wi?c AB: ab=SM ? sm , a h?m samem obwód ie­

dnego wielokata
,

do obwodu drugiego, iak SM =

sm czyli jak promienie 1{ó! wpisanych w te wie]o­

k?ty; liniie bowiem S1\1, sm s? promie niami kó?

wpisanych.
Scie. Poniewa? iest. AB: ab = SA! ?a i AB:

Q,b = SM: sm, b?dzie wi?c AB z: ab z
= SA z: sa2.
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i AB2 : ab 2: SM2: sm": A?e powierzchnie tych wie­

lok?tów mai? si? do siebie iakAB2: ab? (214), wi?c
b?d? si? te? mia?y iak SA 2: sa 2, albo iak SM2:

?m2, to iest kwadraty promieni kó? opisanych
lub wpisanych; czyli, powierzchnie wielok ató w fo­

remnycho iedney liczbie boków s? w stosunku dwu-.

mno?nvm promieni kó? opisanych lub wpisanych .

.248. Twierd. Powierzchnia wieluk?ta 10-

renznego na kole opisanego AReD i t. d. fig.
122. r?wna iest iloczynowi iego obwodu przez

potowe promienia kotu wpisanego w ten wielok?t.

Dowod. Do wierzchn?ków wszystkich k?tów
danego wielok?ta poprowadziwszy promienie SA,

SB, SC i t. d., powierzchnia wielok?ta padzie ?

lona b?dzie na tyle tróyk?tów mog?cyc.h do siebie

przysta? ile wielok?t ma boków. Ka?dy z tych
tróyk?tów np. ASB, bior?c w nim za podflaw?
bok wielok?ta AB, ma za wysoko?? SM pro­

mie? ko?a wpisanego. B?dzie wi?c powierzch­
nia tróyk?ta.

ASB = AB X -? SM. Podobnie? powierzchnia
tróvkata

BSC= BC X i SM: gdyi SN = SM: a zatem

powierzchnia tróyl<?tów ASB + BSC = AB X i

SM+ BCX-?SM, czyli ASB+BSC=(AB+BC)
i·SM.

Tym?e sposobem pofi?pui?c daley, oka?e­

my, ?e powierzchnia wszystkich tróyk?tów sk?a­

daj?cych powierzchni? wielok?ta danego, równa

iest (AB+BC+CD+DE+EF) -? SM, to iest ,

powierzchnia wielok?ta ABCD i t. d. równa i=st
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iloczynowi jego obwodu, przez polow? pro­
mienia ko?a w ten wielok?t wpisanego (*)

24g. ?J7niosek. St?d wypada, ?e kiedy iest

kilka wielok?tów foremnych o ró?ne y liczbie bo­

ków, na iedn?m?e kole opisanych, powierzchnie
ich rnai? si? do siebie, jak ich obwody: gdy? na­

zwawszy ieden wielok?t Q, drugi q, obwód pier­
wszego O, sgo o, a promie? ko?a na które m te­

wielok?ty s? opisane, czyli co na iedno wycho­
dzi, promie? ko?a w te wielok?ty wpisanego na­

zwawszy R, b?dzie pod?ug poprzedzaiacego twier­

dz enia Q = ? RO; q = i Ro; a zatem Q: q =

j- .RD: ? Ro. Podzieliwszy drugi stosunek prze»

4- R;' b?dzie Q: q = O: o, te) iest, wielok?ty Q
i q s? do siebie iak ich obwody.

250. TwierJ. Powierzchnia wielokqta fo­
remnego tv kolo wpisanego, ma?qcego parzyst?;

Liczb? bok6w, rosona iest iloczynowi polowy pro­
mienia kola opisanego przez ouwud innego caie-:

lobqta foremnego w toz kolo wpisanego, lecz

maiqcego dwa razy mniey' boków ni? wielokqt
dany.

Dow. Niech b?dzie AD fig. 125, sz??cio­

l\?t foremny w ko?o wpisany, ACE tróyk?t fo­

remny czyli równoboczny w to? ko?o ,?pisany. Po­

prowadziwszy promienie SA, SB, SC l t. d. wtróy­
k?cie SBA wzi?wszy za podf?:aw? SB, wysoko?ci?
jego b?dzie AG prostopad?a do SB (lOg): a za-

(" ) Prostopadta SM spusczona ze trodka kota 1U wieluk?t fo­

remny wpisanego, do boku tego? wielok?ta zowie si? po.

grecku Apothcma.
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t?m powierz chnia tróyk?ta SBA = AG X i SB.

Podobnie? powierzchnia
trók?ta SBC = CG X f SB.

VVi?c SBA + SJ3C = ? AG + CG ) i SB; czyli po­
wi?rzchnia czworok?ta ABCS = AC X i SB.

Tym?e sposobem okaza? mo?na, ?e po­
wierzchnia czworok?ta COES = CE Xi SB, i

AFES-EA X ? SB. Azatem powierzchnia wszyst­
kich trzech czworok?tów, czyli powierzchnia
sze?ciok?ta AD=(AC+CE + EA) i SB; to iest,
powierzchnia sze?ciok?ta foremnego w kojo wpi­
sanego, równa icst iloczynowi obwodu tróyk?ra
równobocznego w to? kolo wpisanego, przez po­
lowe promienia kola opisanego.

Ten sam iest sposób dowodzenia, gdy wie­

lok?t w ko lo wpisany ma inn? iak?kolwiek li­

czb? parzyft? boków. Oznaczywszy zatem g?o­
sk? W obwód wielok?ta foremnego o iaki?vkol-,

wiek liczbie boków 'w kolo w pisanego ,
a promie?

kola opisanego g?osk? R; iloczyn i R VV ozna­

cza? b?dzie powierzchni? wielok?ta furemnego w

kolo wpisanego. Uwa?a? tu tylko potrzeba, ?e

ie?eli W znaczy obwód tróyk?ta , kwadratu, pi?­
ciok?ta i t. d. iloczyn i R W wyra?a? b?dzie w

pierwszym przypadku powi?rzchni? sze?ciok?ta,
w drugim powierzchni", o?miok?ta, w 3cim po­

wierzchni? dziesi?ciok?ta i t. d.

251. Zagad. Jllaiqc wiadome powierzchnie
dW0Ch wielokqtow [oremny cli, podobnych ieduego
w kolij wpisanego, drugiego opisanego na kole,
znaless powierzchnie dwóch innych wielobqtow

foremnych , iednego wpisanego, drugiego opisa­
nego; maiqcycli boków po dwa razy wiecey ; nii

wielok?ty pierwsze.
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Rozw. Niech b?dzie ab, fig. 129. bok da­

nego wielok?ta wpisanego, AS równoodleg?a od

ab bok wielok?ta. opisanego, Poprowadziwszv pro­

mie? Sm prof?opadlv do a(J? tudzie? ci?ciw? am

i styczne aP, bN, ci?ciwa um b?dzie bokiem

wielok?ta wpisanego dwa razy wi?cev boków ma­

j?cego, a PN b?dz.ie ho kiem wielok?ta opisanego
dwa razy wi?c?y boków mai?cego; .co iest ?atwo

okaza? pod?ug wiadomo?ci poprzedzai?cych.

Niech b?ezie q powierzchnia wiadoma wielo­

k?ta wpisanego, którego bokiem jest ab
, Q po­

wirrzchuia wiadoma wielok?ta opisanego J którego
hokiem iest AB; x powierzchnia szukana wieJoka­

ta wpisanego, którego bokiem iest am ; X p?­
wierzchnia szukana wielok?ta opisanego, którego
bokiem iest PN.

Dwa tróyk?ty aDS, amS maj?ce spójny
wierzcho?ek w punkcie a, s? do siebie iak pod­
stawy SD ?

i SM (151), to iest

aDS: amS=SD: Sm,

'fe same dwa tróyk?ty, uwa?aj?c ie iako

cz??ci wielok?tów q i x, s? do siebie iak te wie­

lok?ty : gd)"? iak? cz??ci? powierzchni wielok?ta

q iest tróyk?t aDS, tak? cz??ci? powi?rzohni wie -

lokata x iest trók?t amS, o cz em widocznie prze­

kona? si? mo?na, doko?czywszy figury: b?dz ie

wi?c.

aDS: amS =q: x. Z?o?ywszy dwie te pro­

porcye, b?daie q: x=SD: Sm -; - -- A.

Tróyk?ty maS i mAS maj?ce spólny wierz •.

cho?ek w punkcie m, s? do siebie iak podstawy
aS, AS, to iest

maS ': mAS = aS: AS.
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Te same tróyk?ty uwa?ane iako cz??ci po­
wierzchni wielok?tów x i Q, s? do siebie iak te

wielok?ty, to iest

maS: mAS=x: Q.

Zto?ywszy dwie ostatnie proporcye, b?dzie
?: Q = aS: AS: - : - : -: B.

VVtróyk?cie ASm, w którym aD iest równo­

odlegla od Am, icstSD: Sm =aS: AS (178).
'\Vi?c z?o?ywszy d wie propol'cye oznaczone g?o­
skami A i B, b?dzie q: x = x: Q; a tern samem

x'l. = Q X q, x----:- V Q X q. 1'0 iest, powierz­
chnia szukana wielok?ta wpisanego x równa iest

pierwiastkowi iloczynu dwóch powierzchni wie...,

Iok?tó w danych Q i q.

are. Dwa tróyk?ty SPrn, SPA maiace spól­
na wysoko?? Sm, s? do siebie iak podstawy mP,
AP, to iest

SPm: SPA=mP: AP.

Poniewa? za? Iiniia SP dzieli kat ASm na

dwie równe cz??ci, co.dat wo iest oka'za? za po­

moc? tróyk?tów SPm, SPa mog?cych do siebie

prz Y fi: a?
, b?dzie wiec

l7lP: AP = Sm: AS (181); ?e za?

Sm: AS = SD: Sa, czyli
Sm: AS = SD: Sm, gdy? Sm == Sa; a po­

c:l?ug pierwsz?v cz??ci ninieyszego 7 agadnienia ,

SD: Sm=q: x, z?o?)wszy wi?c wszystkie
te proporcye, b?dzie SP m: SP A = q: 'x, a tem

samem. SPm: SPm+SPA =q: q+x; czyli SPm:

ASm = q: q + x. Hozmno?ywszy poprzedniki

pl':lez 2, b?dzie 2SPm: ASm =+= 2q: q + s:

Lecz 2SPm = SPm + SPa = apmS i ASm

uwa?ane iako cz??ci powierzchni wielok?tów X i Q
s? do siebi? iak hi wielok?ty, to iest:

21
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2SPm; ASm =X: Q; wiec

X; Q=2q: q+x; a dm

2QXQ

,

samem

x

?+x
252. Uwaga.. Znalazfszy wielok?ty x, X

,

cJIC?C potem znale?? powierzchnie dwóch innych
wielok?tów y wpisanego, Y opisanego, które by
mia?y po dwa razy wi?cey buków, ni? wielok?ty
x

, X; tym?e samym sposobem post?puj?c znale-

?liby?m y, ?e y =V:x. X Xi
2X xX

y

x+r

Podobnie? oznarzywszy glcekami z, Z po­

wi?rzchnie dwóch innych wielok?tów mai?cvch

po dwa razy wi?c?v boków, ni? wielok?ty y, y i

2yXY
Z -----,--it. <l

r+z

255. Twierd. Gdy s? dwa kota nakr??l ue

z jednego ?rodka S, dwoma promieniami nit'l'ów­

nerni AS, ES fig. 130, które si? za wi? korami

spb?srodbowemi ,
circull conceutrici ; moina za­

wsze w kolo wi?ksze wpisa? w ielok ?t foremny,
na kole za? mni?vszem OpiS?'? wiclokat podobny

pierwszemu tak, te obwód wielol.:qlu wpisattego w

?adnym punkcie nie zeydzie si? z okregiem. ko?a

mniey?zego, obw6d za? wielok?ta opisanego w
?

a-«,

dny», punkcie nie zeydzie sif z okr?giem, ko?a

(,vifllszego.

Dow. Przez punkt B poprowadziwszy
styczn? CD, a? do przeci?cia si? '/. ol.r?­

giom wi?kszym w punktach C i D, pod:z.idmy 0-
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kr?g wi?kszy na tyle cz??ci równych, aby ka?da

cz??? by?a rnnieysza od luku CAD. Daymy ?e

taka cz??ci? iest luk EAF, który \v pimkcie A iest

podzielony na dwie cz??ci równe. Poprowadziw­

Sl.y ci?ciw? EF, ci?ciwa ta iest w odlcg lo?ci wi?­

];;szey o.l ?rodka koi'a S, ni?eli ci?ciwa CD (124).
A ?e ta ci?ciwa iest równoodlegl'a od ci?ciwy CD,
gcly? obiedwie s? prostopad?e do AS (109); wi?c
d wie te ci?ciwy Zf'y?? si? z sob? nie mog? : a za­

tr?m i ci?ciwa EF z ol,r?giem ko?a mnieyszego
". . ,

t'
,.

1
'

l ']7.f'.ySC Si? me ruoze ; a ern samem l O,)WO( WIe 0-

k?ta foremnego w ko lo wi?ksze wpisanego, kt?­

rego bokiem jest ci?ci wa EF, z okr?giem ko?a

mnieyszego zey?? si? nie mo?e.

Poprowadziwszy promi-nie ES, FS przeci­
nai?ce si? z ci?ciw? CO w punktach I, H, liniia

JH b?dzie bokiem wielok?ta opisanego na kole

.mnieyszem podobnego wielok?towi wpisanemu w

ko lo wi?ksze (245). Gdyby bok ten IH móg?
si? zey?? z okr?giem kola wi?kszego, zev?cie si?
to w innym punkcie nie mog lobv naf??pi? , chy­
ha w punkcie I lub H, które ze wszystkich pun­

któw linii HI s? naybardzi?v oddalone od okr?gu
mnieyszego ,

a tpm samem naybardzi?y przyhli?o­
ne do okr?gu wi?kszego. Lecz gdyby punkt np.

I znavdowaf si? na okr?gu wi?ksz vrn , na ten

czas Iiniia SI hy?ahy równa linii SE; co hy?' nie

mo?e, gd y? pi?rwsza iest cz??ci? drugie y : wi?c i

bok lH wielok?ta drugiego nie mo?e si? ZRy??
z 'okr??iem wi?kszym. 'I'o? mówi? o innych ha­

kach tego wielok?ta. A zat?m obwód wielok?ta

opisanego .na kole mnievss?rn , nie mo?e si? zey??.
z okr?giem kola wi?kszego.
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R o Z D Z I A ? IX.

o powierzclmi kola i o stosunku obr?gu. do ?re­

dnicy.

254. Wiadomo?ci w Rozdziale V i innvch

wy?o?one, da?y nam pozna? rozmaite w?asn;?ci

ko?a, do znaczu?v liczby twierdze? o liniiach pro­

stych, o k?tach i wielok?tach ?cisly wp?yw ma­

j?cych. Lecz pozosta?a iescze do wy?o?enia rzecz

w dalszey Jeom etryi istotnie potrzebna, to icst
,

czyby nie mo?na iakowvm sposobem zmierzy? o­

kr?gu kola i iego powierzchni, ie?eli nie z tak?
doldadno?ci?, z iak? mierzy? mo?emv Jiniie pro­

ste i p?aszczyzny liniiami proste mi zako?czone ;

to przynaymnir.y z jak navwi?kszem (lo rzeczywi­
sh?y wa?no?ci przybli?eniem. Wia(lomo?ci w po­

przedsai?cyrn Rozdziale podane o wielok?tach fo­

r ernnych w ko?o wpisanych i opisanych na kole

u?atwi? nam do tego drog?.

255. Przypatrzyws?y si? z uwaga dwom

wielok?tom foremnym o icdnakowey liczbie bo­

ków, iednernu w kolo wpisanemu, drugiemu o­

pisanemu na kole
, postrze?emy 16d, ?e obwód

opisanego wi?kszy iest, ni? obwód wpisanego
wielok?ta: gdy? w tróvk?tach ABG, BCH. i t. d.

ji'g. 128, AG+ BG>AB ,>BH + CH>BC i t. d.

(22 ).

256. sr e. Podwaiaiac ci?gle liczb? boków

wielok?ta wpisanego i opisanego, obwód' pirr­
WdU'gO b?dzie si? co raz powi?ksza?, obwód

za? drugiego b?dzie si? coraz zmnieyszal. Jako?

niech b?dzie fig. 131, <46 bok wielok ?ta foremne-



c z ? s c 165I.

go w ko?o wpisanego, aM, hM po?owy dwóch

boków przylegtych wielokata na kole opisanego,

Poprowadaiwszv promie? Sm prostopad? v do ab
,

i ci?ciwy am, bm
, tudzie? Iinii? AB prostropad??

do Sm ?. ci?ciwy am, bni h?da fi worna bokami

przyleglemi wielok?ta wpisanego maiacego dwa

razy wi?c?v boków ni? wir-lokat pierwszy wpisa­

ny; liniie za? aA, Am, mB, Bb b?d? polowami
boków wielok?ta opisanego, mai?cego dwa razy

wi?c?y boków, ni? wielok?t opisany pierwszy.

W tróvk?cie arnb iest am + bm> 06 (22),
to iest, summa dwóch boków wielokata wpisane-o
go ,Irugiego, wiaksza iest od iednego boku wie­

Iokata pi?rwszego : a zatem summa wszystkich ho­

],ów, czyli obwód wielok?ta wpisanego drugiego
wi?ksza iest od summy wszystkich boków czyli
ort obwodu 'wielok?ta wpisanego pi?rwsz.ego.

Tym?e sposobem okaza? mo?na, ?e obwód trze­

ciego wielok?ta wpisanego maiacego dwa razy

wi?cey boków ni? wielok?t drugi , wi?kszy iest

od obwodu wielokata drugiego i t. d.

Podobnie? w tróyk?cie AMB iest AB < AM

+ MB; c.zyli Ant +mB<AM +MB. Dodawszy
po obu stronach aA + Bb, h?dzie

aA+Am+mB+Bb< aA+ AM+MB + Rb;

czyli aA+Am+mB+B"<aM+?l\l(b. To iest
,

summa dwóch boków wi?lok?ta opisanego drugie­
go mnieysza iest

"

od boku wielokata opisanego

pierwszego. A zatem summa wszyfikich bo­

ków, czyli obwód wielok?ta drugiego mnieysza
iest od summy wszyfikich boków czyli od obwo­

du wielokata piprwszpgo. Tym?e sposobem oka­

za? mo?na) ?e obwód trzeciego wielok?ta. opisa-
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nego runi?cego dwa razy wi?c?y boków niz wie­

lok?t opisany drugi" mnieyszy iest od obwodu wie­

-Iokata drugiego i t. d.

257. Scie. Kiedy wi?c obwód wielok?ta wpi­
sanego tern icst wi?hszy, im wi?cey boków ma

wielok?t, a ohwód wielok?ta opisanego tern iest

mni?yszv ,
im wi?cey boków ma wielok?t , idzie

zatem, ?e im wi?c?y dwa te wielok?ty mai? bo­

ków, tern mni?ysza zachodzi ró?nica mi?dzy ich

oh wodami. Mo?na nawet wpisa? w ko io i na

nil-m opisa? ci wa wielok?ty foremne o iedn?v?e

Iiczhie boków takie, ?e ró?nica mi?dzy ich obwo­

dami mnievsza b?dzie od wszelki?y .ilo?ci nazna­

czon?v. Gdy? 'poniewa? obwody wielok?tów fo­

remn yeh o iedney?e liczbie boków mai? si? do

siebie iak promienie kM wpisanych (247), ozna­

.czywszy obwód wielok?ta MI fig. 128, g?osk? 0,
oh wód za? wielok?ta AD g?osk? V\T, b?dzie O:

VV=Sm: Sq; a tpm samem O-:W' O=Sm­

Sq: Sm; czyli O - '\tV: 0= mq: Sm,

mqxO
A zatem O-W=----; <,zyli uczyniwszy

Sm

promie? Sm= i, O-W=mqXO. W tp-m
'.

.
.,

l'
, .

I :r :t' Irownalllll ieze l rltq rowna SI? 10' Yoo' I?"O l t. n.

cz??ci promienia Sm czyli l, iloczyn mq »; O b?-,
l·, :r I I 'td 'b d(Z?e

rowny 10' Yoo, Yi)oo
l • • CZ??CIOWO u

wielok?ta opisanego, a tern samem O-VV, czyli
ró?nica miqdzy oh wodami tvch wielok?tów, ró­

W1Hl b?dzie -lTf' Y?0' y·loo i t. d. cz e?ci obwodu

tego? wiclokata opisanego.

"V7.iaws1,y ?':ltt?m mg fig. 125, równ? -0/0, Inh

jnney ia1-it?yl'olwif'k cz??ci promienia Sm , h)'leuy
ty ?ko Iiniia ta mg by?a mnie y sza od ilo?ci naz na-
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czon? y, co b?dzie za wsze rzecz? podobn? do u­

skutecznienia, i przez punkt q poprowadziwszy
ci?ciw? FG prostopad?'? do Sm

, gdyby ci?ciwa
ta nie by?'a bokiem wielok?ta foremnego w ko?o

wpisanego, dosv?hy by?'o podzieli? okJ;'?g tego ko­

?'a na takie cz??ci równe, aby ka?da cz??? mniey­
sza by?a ocl Iuku FG. Daymy ?e t .. kc? cz??ci? iest

?'uk ab
, który przenioalszv na Iuk FG tak aby

promie? Sm dzie?it go w punkcie m na dwie ró­

wne cz??ci, i poprowadziwszy ci?ciw? ab ; ci?­
ciwa ta b?d?ca bokiem wi?lok?ta foremnego VI'

lw?'o wpisanego, odetnie Iinii? me mnieysz? od

m?, a tern samem iescze bardzicy mnieysz? od

ilo?ci naznaczone y ,
ni? iest liniia m?.

Mo?na wi?c ró?nic? mi?dzy obwodami dwóch

tych tych wielok?tów uczyni? mnieysz? orl wszel­

kiey ilo?ci naznaczon?y, podwaiai?c pod?'ug po­

trzeby liczb? boków wielok?ta wpisanego.
258. 4te. Obwód wielok?ta wpisanego AD

fig. 128, o iaki?ykolwiek liczbie boków, zawsze

iest mnillyszy od okr?gu ko?a: gdy? zawsze liniie

profle AB, BC i t. d. krótsze s? od liniy krzv­

wych czyli od ?uków AmB, BnC i t. d. (5). Ob­

wód za? wielok?ta opisanego ·MI, o iakievkolwiek

liczbie boków, zawsze iest wi?kszy od okr?gu };;o­

li;}: gdy? Iiniie zlamane AGH, BHC i t. d. bar­

dziey od liniy proftych AB, BC i t. d. oddalone,
d lu?sz.e s? ni? liniie krzvwe , czyli ?uki AmB,
BflC i t. d. mni?v oddalon'? od ly?h?e liaiy pro­

stych AB, Be i t. d. (*). Okr?g zatem kola co

(*) Prawda ta iest coy padliiem. sczegOlnym na st e-:

puiqcego twierdzenia: wszelkie Iiniie wypukle,
to iest te

? .

kt?re liniia prosta we dwó,·!t t:ytko
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do swoiey d?ugo?ci,?rouek trzvma mi?dzv obwodem

wielok?ta opismego i wpisaneao, Kiedy wi?c ró­

?nica mi?dzy obw odami dwóch tych wielok?tów ,

mo?e hy? mni?ysza od wszelki?y ilo?ei nam.1CZO­

ney ; tf:m hardziev ró?nica mi?dzy ol .. r?giem ko­

?a i obwodem iednego z tych dwóch wielok?tów
mnieysza by? mo?e au wszelki?v ilo?ci naznaczo­

ney; bo z trz ech ilo?ci nierównych ró?nica mi?dzy
navwi?ksza i navmnievsz

? , zawsze iest wi?ksza ,

ni? mi?dzy ?redni? i naywi?kszq, lub mi?dzy ?re­

dni? i naymnieysz?.

259. Twierd, Je?eli dwie wielko?ci nie od­

mienne A i B s? takie, ?e mo?na dowic??
,

i? ich

ró?nica A-B iest mnievsza ni? trzecia wielko??

naznaczona ? tak: ma?a, "iak tylko by? mo?e: d wie

te wielko?ci A i B s? mi?dzy sob? równe.

punktach przecina? mo?e ,
iab iest np. okr?g

kola, i obwód wielok?ta maiqcego wszystkie
k?ty w'}'skakui?ce, s? t?m. d?udsce , im si? bar­

dziey od linii l'rostl..'Y oddalaiq,
Dow od, Niech bed? dwie liniie wypukleJ

ACB, AMB fig. 132:' poprow uleiws zv linii a

prost? DE dotykaiqcq sil! linii wypukhy ACB

w punkcie ej liniia ta DE bedzie hOtsza ni?:

luk DMEj bedeie wiec ADEB<AMB. Wzia­

wszo/ potem 'punkta
•

H, L potrednie mif!d;':y
punktami A i e, B i e, i poprowadziwszy sty­
l:zne FG, IK, utworzy sie nowa liuiia wypu­
kla A.FGIKB mnieysza ocl liniii wypukley
ADEB: gdyi. FG<FD+ DG, IK < El +
EK. Tym sposobem poetepuiqc dallj, mo?rui­

by wykre?Li? nieogranieeona liczbe liniy wy pu,­

}.;?ych cornebardeiey zmnieyszaiqcych si,! w mia­

r? prsybli?enia ;?i? ich do L?nii wypukUy ACH.

która tern ?amem b?deie me t:)'/ko kratsza od
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Dowód. Jako? gdyby dwie te wielko?ci nie

llY?'y równe, tedy z achodai?'abv mi?dzy niemi

ró?nica, któr? oznaczywszy przez D, by?oby A-B=

D. a t?m samem by?aby rzecz niepodobna wzi??

miedzy niemi ró?nic? mnieysz? od D, co si? sprze­
ciwia za?o?eniu.

Uwaga. Trzeba si? tu dobrze zastanowi?

nad t?m
,

?e w powy?sz?m twierdzeniu dwie wiel ....

ko?ci A i B s? nieodmienne : gdy? mo?na np. o­

trzyma? wyra?enie V-;- tak bliskie piiwiastku
prawdziwego , ?e ró?nica mi?dzy znalezionym a

prawdziwym mo?e by? mnieysza od wszelki?y ilo­

?ci naznaczone y ; a iednak pierwiaflek z.nalez io=

n)' nigdy nie h?chie równy prawdziwemu: lecz tu

pierwiaf?ek tylko prawdziwy liczby !2 iest ilo?ci?
nieorlmienna, pierwiaf?ek za? znaleziony iest ilo­

?ci? odmienn?, bo za ka?d?m prz ybli? eniern otrzy­

muiemy wypadek odmienny, wielko?ci za? A i B

s? obied wie nie odmienne.

260. Twierd, Okr?gi kUl sq do siebie w sto­

sunku swoich promieni.

Dow. W ko?a dane, których oh?gi ozna-.

c?amy przez C, c, wpisawszy dwa wielok?ty foremne

o iedney?e liczbie boków
,

i obwody ich ozna­

czywszy gtoslmmi W, w, a promienie kó? gto­
skauli R, r; poniewa? obwody wielok?tów po­

dobnych mai? si? iak promienie kM opisanych

A MB, lecs od wszelkich innych limy wypn-.
Mych, .<rodkuuf:Cych mi?dzy wypuU? AMB ?

A GB, bardziey od linii proste y AB oddala­

nych. a ni?eli iest liniia ACB.

22



(247), 'b?dzie wi?c W': w=R: r
, a tI?m samem

VV?R Nadto mo?na prz ynavmni?y W my-
,UJ r

?li sobie wyft;rw,i?, ?e liczba hoków w tych wie­

lok?tach iest tak wielka, i? ró?nica mi?dzy obwodem

ka?dego z nich a okr?giem lw:?:a opisanego iest

mnievsza ,
ni? wielko?? iakakolwiek tak ma?a, iak

11 1·
r ,

K' l
o C o

t ft kity {O )yc moze, lec y Wl?e?, ltlS osun siern

c

dwóch okr?gów, ró?nica mi?dzy stosunkami

(; o
VV o

'10,
o

k 1 l' ,

l'
o

d
o

...:.... l
-' - ?ez l)Y Hl 'a ))'1.a, moz e )yC; przywlC ZlO-

c UJ

na do takiego stopnia mal'o?ci ,
do iakiego i?

przywie?? z.echcem y?, Ze za? ta sama ró?ni­

C R

ca 'za?llOdzi1ahy mi?dzy stosunkami -i-
I.: r s

,

\V R

gdy? - =- ;wypada 'st?d i? mo?na dowie??, ?e
w r

ró?nica mi?dzy ilo?ciami nieodmiennerni <?"iE- i?ft
c r

mnieysza ni? trzecia wielko?? naznaczona tak ma?a

iak tylko by? mo?e; b?dzie wi?c pod?ug twier;­
,

o

eR)dz enia poptzedzal?cego -;; =; l czyli C: c= R: r (*

Dowodzenie to i twierdzenie popreedzai qce wy­

?oione tu sa w kszta?cie takim, ?et/.;i ie czyni do

"okaza/lia tartych prawd w dalszey Jeometryi

( *)



c z ? s c l.

Sposób zgi. Oznaczywszy okr?gi dwóch J<ó:t
.

g?oskami C, c, a ich prom ienie R, r; trzeba do­

wie?? ?e iest R: r = C: o :. - : - : - A.

Dow. Je?eli ta proproporeya jest fa.?s1,ywa,.
tedy ostatni iey wyraz. c jest albo zamul) do u­

czynienia proporcyi, albo za wielki,

'iV lszyln prz ypadku we?my ilo?? m wieksz?
od c, i davmv na to, ic?eli by? mo?e, ?e ta pro?

poreya iest prawdziwa:
R: r zzz: C: m, W któr?y 771,>0,

Opiszmy na kole c wielok?t foremny taki',

aby ró?nica mi?dzy iego obwodem, kt?ry zwa?

b?dziemy o, i okr?giem o mnieysza ?Yy?a od 1'0-

?nicy mi?dzy ilo?ci? m i tym?e okr?giem c; to jest,

aby bylo o-,.-c<m-.-c, Dodawszy IJO obu-stro-.

nach c, wypadnie 0<771,.

Opiszm.y j na kole C wielok?t foremny po­

dobny wielok?towi opisanemu na c. Poniewa? oh­

wody wielok?tów podobnych, mai? si? do siebie

iak promienie kO? wpisanych (247 );.oznaczywsz!

na:xwygodn?eyszemi, i ?aki zgadza si? naybiu>:
dzidy z w?'s?owieniem. w Jeometryi uiywanern.
To

s?mo
'dowodzenie mog?ob.r i,;ac::;e.y tak ?r?

fv.y?ozone. Wpisawszy w dwa dane ko?a 1AJ1:e­

Zok?ty foremne podobne o liczbie bokoe« taM

wielkiey ial: tylko by? mo ?e, obwody tych, wie­

lok?tow bez widocznego- uchybienia , mogq. by?>
weiete za okr?gi kM opisanych : gdyi boki tych
wielak?tow' b?d?ce ci?ciwami ?ulsow niesko?cze­

nie ma?ych. nic roirtilyby si? przynaY'!1'niey na

oko od lychie lukOw. Aie obwody wielokqtow
forem/lych podobnych ma?? sie 'ial: promienie
kOl opisanych ? wi?c i okr?gi ma?e: slf ?ak pro ....

mienie.
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wi?c obwód sgo wielok?ta g?osk? O, b?dzie
R: r = O: o, A ?e z przypusczenia iest R: r =

c: m; wi?c z?o?ywszy dwie te proporcye, wy­
padnie o: e=o: m.

.

W tey proporcyi drugi poprzednik o iest

nmieyszy od swego nast?pnika z dowiedzenia;

ISzy za? poprzednik O, c.zyli obwód wielok?ta 0-

pisanego, iest wi?ksz y od sweg.o nast?pnika e, C'l.y­

li od okr?gu ko?a (258). Proporcva wi?c ta iest

fa?szywa. Lecz proporcya ta powfiala ze z?o?e­

nia dwóch proporcyy i? poprzedzai?cych, z których
] wsza R: r = O: o, iest do wiedziona wy?ey; 2ga
zatem R: r =C: m, musi by? fa?szywa. Nie. mo.
?e wi?c w proporcyi A ostatni wyraz c by? zamalv,

W przvpadku 2?im, ie?eli ostatni wyraz c w

proporcyj A iest za wielki, we?my ilo?? n mniey­
sz? od c, i daymy na to, ie?eli by? mo?e, ?e ta

proporcya iest prawdziwa, R: r = e: n, w kto­

rey n < c.

W piszmy w ko?o c wielok?t feremny o ta­

kiey liezbie boków, aby ró?nica mi?dzy okr?­
giem c i obwodem tego wielok?ta zwanym Ul,

mnieysza by?a ,od ró?nibY mi?dzy okr?giem c i

ilo?ci? ni to iest aby by?o c -Ul < c-n. Do­

dawszy po obu f?ronach UJ i n, a odiawszy c, zo­

stanie n < w.

'IVpiszmy w ko?o C wielok?t foremny po­

dobny wielok?towi wpisanemu w ko?o c. Ponie­

wa? obwody wielok?tów podobnych maj? si? do'

siebie iak promienie kó? opisanych; ozn,ac"Lywszy

wi?c ob "'ód wielok?ta w ko?o C wpisanego g?o­
sk? W, b?dzie: R? r = \IV: w. A ?e pod?ug przy­

puscz enia iest R: r=C: n; z?o?ywszy zatem dwie

ostatnie proporcye , b?dzie C: VV = n: w.
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W tt?y proporcyi 2gi poprzednik n mnieyszy
iest od swego naf?:?pnika w z dowiedzenia; IWsZy
za? poprzednik C to iest okr?g ko?a, wi?kszy iest

od swego naft?pnika W, to iest
,

od obwodu wie­

Iok?ta w tOL koto wpisanego : proporcya wi?c ta

iest fa?szywa. Lecz proporcya ta powfta?a ze z?o­

?enia dwóch proporcyy i? poprzedzaiacych, z któ­

rych i sza R: r = W: w, iest wy?ey dowiedziona:

2ga zatem R: r = C: n, musi by? fa?szywa. Nie mo­

?e wi?c oftatni wyraz c proporcyi A by? za wielki.

Albo tak: Je?eli w sgim przypadku wyraz

4ty c proporcyi A. iest za wielki, tedy albo wyraz
hm potrzeba zmnieyszy?; albo te? powi?kszy? wy­
raz ;Jei C, co wychodzi na iedno: a na ten czas

'" proporcyi A odmieniwszy mieysce wyrazów,
byloby r : R=c: m,' gdzie m>C, co pod?ug 19O

przypadku by? nie mo?e; a tI?m samem of?atni

wyraz c proporcyi A nie mo?e by? za wielki.

A kiedy wyraz ten c nie iest ani za ma?y, ani

za wielki do uczynienia proporcyi A; wi?c iest,

taki iak by? powinien, a tern samem proporcya
ta iest pra wdziwa: to iest

, okr?gi kó? mai? si? iak

ich promienie.

Sposob 5ei. Niech b?d? dwa ko?a nakre­

?lone promieniami sc, SC fig. ] S5; b?dzie okr?g
kola nakre?lonego promieniem sc

, do okr?gu ko­

?a nakre?lonego promieniem SC, iak promie? sc

do promienia SC; czyli oznaczywszy okr?g kol?
19O c, 2go C, b?dzie sc : SC=c: C : -

: -: - A.
.

.

Je?eli ta proporcya
'

iest fa?szywa, wi?c
h?dsie sc do se iak c do wyrazu 4go, albo

mnieyszego od C, albo wi?kszego. Daymy ?e
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wyraz 4ty C iest za wielki, i ze ?rodka S promie­
niem Sc mnieyszvm od promienia SC nakr??li-.

wszy koto, którego okr?g oznaczamy glo­
ska

?

; niech b?dzie ,
ie?eli by? mo?e, ta prop9r-

cya prawdziwa; sc: SC = c: ?.
., ,

.

VVpiszmy w koto-którego promie? SC? wie­

l?k?t foremny ABC l t. d. tak aby.ob\"ód iego
nig\17,ie nie schodzi?' si? z okr?giem ko?a ? (253).
'IV piszmy tak?e i w koro, którego promie? se wie­

lokat abctl i t.«], podoimy 'pirnvszemu.· Ponip­

wa? obwody wielok?tów podobny-ch, mai? si? jak

promienie kó? opisanych, oz.naczywszy zatem ob­

wód wielok?ta au cd i t. d. glo.sk? ,w" obwód wielo­

k?ta ABCD i t. d
.. glosk? W

? b?dzie sc: SC = w

VV; a ?e pod ?ug prz ypusczenia sc: SC = c; ?;

wi?c zlo?ywszy dwie t? proporcya, b?dzie w: c:

=W: ?.

W tt?y proporcvi poprsednik ISZy w, csyli
obwód wielok?ta abcd i t. d; mnieysz.yiest od swe­

go nafi?pnika c, to .iest od okr?gu.kofa opisanego;
poprzednik za? 2gi W, czyli

. obwód wielok?ta
ABen i t. d. wi?kszy iest od swego nafl?pnika ?,
to jest, od okr?gu ko?a wyJu'e?lenego promieniem
S? (2.58). A zat?m .proporc)'\i t? iest fals?-ywa;
to iest, nie mo? e by?, aby prom ie? sc mial si? do

promienia SC, iak okr?g' koia w}Ju'e?lónf'go pro­

mieniem sc
,

do okr?gu ko?a wykre?lonego' pro­
mieniem Sc mnievszvm ort promienia SC.

W przypadku 2gim, ie?eli w proporcvi A 4ty
wyraz C icst zamaly, trz.eba go powi?kszy?, albo

zmnievszv? wyraz 5ci c; a na ton czas w 'pr'opor­
{;yi A odmieniwszy mieysce wvrazów , by?oby SC ?

. sc = C do okr?gu kola mnieyszego od okr?gu Ci

eo pod?ug przypadku IgO hyc nic mo?e.

,I



'C z ? s c . 1.

.

Kiedy wi?c w proporcyi A 4ty wyr?z C me

mo?e by? ani mnievszv
, ani wi?kszy od okr?gu

e, musi zatem by? równy okr?gowi C. \Vi?c
okr?gi kó? mai? si? iak ich promienie

261 ?YniCJski. St?d wypada lbd, ze okr?­
gi -kó? mai? si? tak?e iak ?rednice: gdy? 'wpo­

wy?sz?y proporcyi c: c = R: r rozmno?ywszy
2gi stosunek przez 2, b?dzie C; c = 2 R: sr ; a

ze 2R i zr znacz? ?rednice tych kM, wi?c ozna-.

C'zywszy ?rednice groskami S i s, b?dzie C: c=8; s.

262. sre Dwa ?uki en, cb fig. l33, kc)?

nierównych ,b?d?ce miar? dwóch keltów S, s ró­

wnvch, które si? zowi? ?ukami po doimemi , s? do

siebie tak?e w stosunku promieni l?b ?rednic kó?

do których nale??: gdy? poniewa?: k .. ,!ty 8 i s s?

równe, w i?c iak? cz??ci? 4 k?tów prostych iest

],?t S, tak?. CZ??CI? 4 k?tów proflvch iest k?t s;

a thn samem iak? cz??ci? okr?gu swego iest ?uk

CH b?d?cy miar? kelta 8, tak? cz??ci .. ? okr?gu swe-

.

go iest ?uk be b?d"lCY mial? k?ta s: ?uki wi?c
te sa do siebie w stosunku swoich okregów: a ?e

•

t

okr?gi mai? si? jak ich promienie lub ?redni-ce,

wi?c i ?uki, CB, CD inai? si? iak promienie lub

?rednice kó?, do których nale??.

265. ocie. Z tego tak?e twierdzenia wy­

pada , ?e gdyby wiadomy by? stosunek okr?gu ie­

dnego tylko ko?a do iego promienia lub ?rednicy,
iu? t?m samem hy?by wiadomy frasunek okr?gu
ka? dego innego kol'a do iego promi mia lub ?re-.

<lnicy. Jako? niech 1r oznacza ten fl:osunek wiado­

my; czyli co na iedno wychodzi, niech To b?dzie

okr?g ko?a którego ?rednica iest I, niech C owa-
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cza okr?g innego ko?a, którego promie? iest R;

b?dsie pod?ug poprzedzaj?cego twierdzenia

I: ?r=2R: C, wi?c C=2??.

Gdyby wi?c ftosunek ?r czyli okr?g kota ma­

j?cego za ?rednic? I by? wiadomy; ?atwo by?oby
znale?? okr?g C ka?dego innego ko?a, którego
promie? R iako liniia prosta mo?e by? zawsze

wiadomy. Idzie wi?c tylko o znalezienie frasunku

okr?gu iednego ko?a do ?rednicy: u?atwi to naft?­
pui?ce zagadnienie .

.264. Zagad. Znale?? stosunek przyVlizony 0-

l.:!l?gltdo srednicy,
I

,

Rozw, A?eby to zagadnienie rozwi?za?,
potrzeba lud. wpisa? w kofo wielokat foremny
taki, aby stosunek obwodu iego do' ?rednicy by?
wiadomy.

zre. Opisa? na kole wielok?t podobny wpi­
sanemu (245).

3cie. ·Za pomoc? wiadomego boku wielok?ta.

wpisanego wyrachowa? naprzód bok, a potem ob­

wód wielok?ta opisanego (246).
L?te. Podw oiw l,y ]i9zb? boków obu tych

wielok?tów , wyrachowa? naprzód hok i obwód

wielok?ta drugiego wpisanego (242), pot?m bok

i obwód wielok?ta drugiego opisanego.
5te. To ostanie dzia?anie powtóreywszy kil-.

kana?cie razy, gdy nakoniec znaydziemy dwie

Iiczby ,
ivdne mnievsza wvra?ai?c? obwód wie­

lok?ta wpisanego , drug? wi?ksz? wyra?aj?c? oh­

wód wielok?ta opisanego , takie, ?e ich ró?nica

iest bardzo ma?'a ; na ten czas liczha ?rodek mr?­

clzy niemi trzyrnai?ca ,
to iest

, wi?ksza od wa?no­

.?ci obwodu wielok?ta wpisanego, a mnieysza od
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wa?no?ci obwodu wielok?ta opisanego, mo?e by?"wzi?ta za wa?no?? okr?gu? który co do d:tugo­?ci swoiey , trzyma ?rodek mi?dzy obwodami
dwóch tych w:elok?tów (258). Waino?? t? po­równawszy 7. wa?noscia ?rednicy, otrzyrtHlray sto­

sunek przyhli?ony okr?gu kora do ?rednicy.
Wpiszmy np. w ko?o sze?ciok?t foremny;poniewa? bok tego sze?ciok?ta równy iest promie­niowi ko?a opisanego (2;:h), wzi?wszy wi?c pro­mierl ko?a =

I, obwód sze?ciok?ta wpisanego b?­dzie 6.

Oznaczywszy bok sze?ciok?ta wpisanego a,opisanego A, bok 12 k?ta wpisanego b, opisanegoB, bok 24 h:?!ta wpisanego c, opisanego C, i tak
daley; b?dzie pod?ug tego co?my powiedzieli wy-

1

?ey (246), A

VI-i
Ze za?

I-f=i(ll-I)=iX5; a wy­cI?gai?c pierwiastek z iloczynu, trzeba go wycI?­gn?? z kazut'go czynnika; gdy wi?c w ilocL;ynie! X ;) cz ynnik i iest kwadratem; którego pier­wiaflek iest t, Powy?sze równanie zamieni si?
l

w nast?pui?ce: A

V
-, rOzmllo?yWl'zy

i 5
2

licznik i mianownik przez 2, b?dzie A
2

czyli A

12

6 A =---- i ta iest wa?no?? obwodu 6k?-V-S-'
ta opisanego; a ?P. obwód s:r.c?ciob!t:"t wpisanegoiest 6; wi?c oh?g kora b?dzie ,vi?J\szy 0:1 li, a

J?

mnieyszy od --o

Vs
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Podobnie? P?d:tug zagadnienia podanego wy­

z?y (242), b?dzIe bok 12k?ta wpisam?q-o, czyli

?
V 2 ( 1 - V l -

i= V 2 ? l - i V 3)

= V 2 - i V -;- = V 2 - V-g; a t?m samem

obwód r sk?ta wpisango , cz)li

1 2 b = 12 V 2 - V 5; i t. d.

"VVyci?gn?wszy pierwiaftek z liczby 5, b?dzie

V 3 = 1,732050807b68?77; przez pierwiaf?ek

ten podzieliwszy 12, b?dzie ohwód 6k?ta opisa­

nego , czyli 6A = 6,g28203230P7b.
Ten?e pierwiaflek liczby :3 odi?wszy od 2,

zofianie 0,267949192431125; Z czego wyci?gn?­

wszy pierwiafick kwadratowy, b?dzie

b=0,517638og020Ó; pirrwiaih'k ten roz­

mno?ywszy pncz 12, h?dzie obwód i sk?ta WPI­

sanego , czyli l 2b= 6,211657082460 ..

Tym sposobem post?pui?c d"ley, znaydzie­

my obwody wielok?tów wpisanych i opisanych,

pocz?wszy
od Bk?tów ,

a? do wielok?tów maj?­

cych po 12288 boków, iak wyra?a nafl?pui?ce

tablica.
6 A = 6,9282052.

12 B = 6,L.l307806.
24 C = 6,3195199.
48 D= 6,2921724.

?6 E= 6,2854292.

6 a = 6,0000000.'
12 b =6,2J 165711.
24 c =6,2652572.
48 d = 6,2787004.
g() e = 6,2820659.

192 F = 6,2857461.
584 G=6,2853260.

768 H = 6,285<J205.

192j = 6,2829049.
584 g

= 6,283115:.l
768 h=6,2831678.

J 556 I = 6.2831941.

5072 K = 6,2831875.
tiJt?5 L =6,2831858.

1556 i = 6,2851809.

3072 l.: = 6,28:h842.
t:iLq,:? l = 6,285t850.

12288 M
.

6,28ih854.
(*)

12288 m= 6,2831852.

( .) Dla flJi?ks:r.ey dol.:!adllo;'ci
•

obwody tych wielok?fól;' racho­

wane by/y do dwunastu liczb dziesirtllJ'ch j 11l tablicy za?
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Widzimy tu iak obwody wielok?tów tych
coraz' si? bardzie y do siebie przybli?ai?, tak dale­

ce, ?e ró?nica mi?dzy obwodami dwóch wielo­

k?tów of?atnich mai?cych po 12288 boków, równa

si? tylko dwom iedno?ciorn dziesi?tnym siodme­

go rz?du. A ?» okr?g kora wi?kszy iest od ob­

wodu wielok?ta wpisanego, a muieyszy od ob­

wodu wielok?ta opisanego; liczba wi?c trzyma­

j?ca ?rodek mi?dzy wa?no?ciami dwóch tych ob­

wodów, to iest liczba 6,2851853 mo?e by? na­

znaczona za wa?no?? okr?gu kola, . którego pro­

mie? iest I. Stosunek zatem okr?gu do ?rednicy
b?dzie 2: 6,2851853, czyli podzieliwszy obadwa

wyrazy przez 2, b?dzie I: 5,]415926. A zatem

3,1415926 iest w a?no?cia stosunku prz vli?onego,
którv?mv wytey oznaczyli przez JJ, (265).

W dzia?uniach nie wymagaj?cych ?cisl?y
dok? adno?ci ,

mo?na przef?a? na dwóch liczbach

dziesi?tnvch : b?dzie wi?c frosunek ?rednicy do

okr?gu t: :3, 14, czyli rozmno?ywszy przez 100

o ba wyrazy, iak 100: 3 14.

Archimedes wpisawszy w koro i opisawszy
na ni?m dwa wielokty foremne o 96 bokach, zna»

laz?, ?e okr?g ko ?'a iest mnievszv od 5 f%, a wi?­

l{szy od 3 f?. PoJ !ug tego wi?c rachunkn h?­
dzie stosunek ?rednicy do okr?gu I: ;)·H;
czvli obróciwszy ca?kowit? na ulornek

,
i obarlwa

wyrazy rozmno?ywszy prleZ 70, a potem ie po­

dzieliwszy przez 10; b?dzie stosunek ?rednicy do

poto?one s? 'tylko z 7 dziesi ?t nemi ,
lecz ostatnia liczba

dziesi?tna iest raz wi?ksza, drugi raz mnicys z a od znale­

zion?y, I lak obli-ód 1 zkq:« wpisan?{;o w tablicy bfdqcy

iest wifl.:szy od znalezionego, i potlJillienby mie? nft kalka

zero nie T; lecz za to obwód 24 kqt a 11' tablicy p%/;ony iest

1I<11ioyszy od znalezionego: znaleziony bowiem wypada

6,2657.57226560.
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okr?gu 7: 22. Pó?niey dok?adno?? w tey tuie":

Tle posuni?to dal?v ; lecz ze wsz vflkich stosun­

ków wiadomych dwa nast?puiace , pod wzgl?­
dem dok?adno?ci, zas?uguj? na sczególn? uwag?:

lSzy 113: 355; 2gi 1250: 3927.
265. Uwaga. Dzia?anie powy?sze, za po­

moc? którego w ynavdui? si? obwody wieloka­

tów foremnych w ko?'o wpisanych i opisanych
na kole, zabiera nie mato czasu. Lecz mo?na

je cokolwiek skróci? sposobem naf??pui?ovm, Day­
my ?e AB fig. 126, iest bokiem 6k?ta foremne­

w kala wpisanego; b?rlzie wi?c AM bokiem 12k?­
ta, AP bokiem wielokata mai?cego boków 24

i t. d. Poprowadziwszy ?rednic? AC, i ci?ciwy
eB, CM i t. d. w tróykatach prof?ok?tnvch ABC,
AMC i t. d. iest

CB=V-ACC-2 =-""""""'A:-:::B:-"; CM= VAcz-AM2 i t. d.

N"iech be-lzic promie/l AS = I; a tern samem

?redni('a AC
'

?; bok fikata AB=a, hok t skata

AM=b i t. d. cieciwaCB = m, CM= n. ep = o

i t. d. Równani'a wi?c powy?sze zamieni? si?
\IV naR?pui?ce.

m'=V 4-'------a-z-. n= V l?-b2

z- za? a=I, b=V2 -V 5 -(26'?;) a t(.m

?am;ma2=I, b'?=2-V-3; poto?ywszy wi?c
te wa?no?ci w równaniach poprzcdzai?cyc.1\, b?dzie

m=V 4-t=V3;n=V4-2+V 3

=V 2 +' \i':'-S; czyli n = V 2 +m; gdy? ni

= V 5z dowodzenie.

Tym?e sposobem okaza? mo?na, ?e ci?ci-

wa CP, czyli o=V 2+n; p=V2+o i t. d.

Odbywsz-y dzia?anie, b?dzie m = Vs

],7320508075. VVi?c n = V 2 + 1,7320508075

= 1,9318516525. o = V 2 + l,g.n8[n6525
;:=: 1,g82S8!')7227 i t. d.
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Znalaz?szy wa?no?? ci?ciw m, n, o i t. d. ?atwo b?­
dzie znale?? wa?no?? dla b, c, d i t. do: gdy?
w tr'óyk?cieACM iest AM=V ACL - CM?,

czyli h =V '?-IL?. A?en=V 2 + 1,7;):J050So75,

?zylin=V-3,73205()8075; a. tern samem

n2 = 3,7520508075; wi?c wa?no?? t? odj?­

wszy od 4, zostanie.o,26794g1925; z czego wy­

ci?gn?wszy pierwiastek kwadratowy, b?dzie
0,51763809 wa?no?ci? boku dwunaftokata wpisa­
nego; co rozrnno? vwszv przez 12, b?dzie obwód

tego? wielok?ta 6,211657 l, iak w tablicy powy?­
szey (264) i t. d,

266. Zaf?anowiwszy si? nad powierzchniami
dwóch wielok?tów foremnych o iedney?e liczbie

hoków ,
z których ieden iest na kole opisany,

drugi wpisany w kolo, ?atwo iest pof?rz.edz ?e

powierzchnia opisanego wi?ksza iest od powierz­
chni '.'pisanego. Ci?gle podwaiai?c liczb? boków

obudwu tych wielok?tów postrze?emy, ?e powierz­
chnia wpisanego coraz si? bardzi?v powi?ksza, po­
wierzchnia opisanego coraz si? bardz.i?y zmnieysza.
A st?d .wvpada , ?e im wi?ksz? liczb? boków ma­

i? dwa te wielok?ty, tern mnieysza ró?nica za­

chodz i mi?dzy ich powi?rz.chnia mi. Mo?na na­

wet ró?nic? t? uczyni? m nieysz a od wszelkie y
ilo?ci naznacz.on?v.

Jako? poniewa? powierzchnie wielok?tów

porlolmych m aia si? iak k wadratv z promieni kó?

wpisanych (2/0"7), ocnaczywszy zat?m powi?rz-.

chni? wielok?ta MI fig. 12? grosk? 0, powierz­

chni? wielokata AD g?osko W: b?dzie O: 'iV=

Sm2: Sq2; a t?m samem O - W: 0= Sm2 -

S?'l.:
O (Smol _Sq'l. )

Sm2• VVi?c 0- W

SII7,2

Ze Za? czynnik Sm2 -Sq2 mo?e hy? m nie v-.

szym od w5zclkiey ilo?ci naznaczon?v (257);
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wi?c o -'\tV, to iest ró?nica mi?dzy powi?rz-.
chniami tych wielok?tów , mo?e by? mnievsza od

wszelkie y ilo?ci naznaozon?v.

Albo tak: Ró?nica mi?dzy powierzchni? wielok?ta
opisanego MI i wpisanego AD, sk?ada si? z tylu tróy­
k?tów ABG, BCH i t. d. ile wielokaty te mai? boków.

Powierzchnia ka?(h'go z tych tróyk?tów równa si?
iloczynowi po?owy iego podstawy, któr? jest hok

wielok?ta wpisanego, przez wysoko?? Gq; a za­

tem powierzchnia wszystkich tych tró)k?tów,
czyli ró?nica mi?dzy powierzchni? wielok?ta opi­
sanego i wpisanego, równa? si? b?dzie iloczyno­
wi po?owy obwodu wielok?ta wpisanego przez

G?. A ?e Gq mo?na uczyni? mnievsz? od wszel­

kil?y wielko?ci naznacz onev ; wi?c i ró?nica mi?­
dzy powierzchni? wielok?ta opisanego i wpisane­
go, mo?e. by? mnieysza od wszelki?v wielko?ci

naznaczoney.

267.' Powierzchnia ko?a mni ?vsza iest od

powierzchni wielok?ta opisanego, a wi?ksza od

powierzchni wielok?ta wpisanego. Kiedy wi?c
nó?nica mi?lhy powierzchniami tych dwóch wie­

lok?tów mo?e by? mnievsza od wszelkie y wiel­

ko?ci naznaczonev ; t?rn bar dziev ró?nica mi?dzy
powierzchnia ko la i powierzchnia wielok?ta opisa­
nego lub wpisanego, rnnieysza by? mo?e od wszel­

tiey wielko?ci naznaczon?y.
268.' Twierd. Je?eli s? trzy wielko?ci A,

B, X, z których A iest odmienna, ale zawsze wi?­
ksza od fi i od X, które s? nie odmienne, lecz ta­

kie, ?e A mo?e by? razem do B i do X tak przy­
Iili?ona iak si? podoba, czyli ?e ró?nica tak mi?dzy
A i B, iako cez mi?dzv A i X, mo?e hy? mniey­
S2a od wszelki?y wielko?ci naznaczon?y ; b?dzie
ll.=X.

Jako? ie? eli X>B, b?dzie
A >X 1. za?o?enia, X> B z przvpusczenia: kie-
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dy wi?c ró?nica mi?dzy A i n, mo?e by? mniey­

sza od wsz elkiev wielko?ci na7,nl1czon?y, iako?my

za?o?yli, t?m bardzie y ró?nica mi?dzy X i B mo­

ze hy? mnieysza od wszelkie y wielko?ci nazna­

csoney,
Je?eli B > X b?dzie

A> B z za?o?enia, B>X z przypuszczenia, kie­

dy wi?c ró?nica mi?dzy A i X mo?e by? mniey­

sza od wszelkie y wielko?ci naznaczone y ,
iako­

?my za?o?yli, tern bardziev ró?nica mi?dzy B i X,

mo?e by? mnieysza od wszelki?y wielko?ci na­

znaczonpy.
Dwie zatem wielko?ci nie odmienne B, X,

s? takie, ?e ró?nica mi?dzy niemi mo?e by?

mnieysza od wsz elki?v 'wielko?ci naznaczoney ,
a

t?m sam ?rn B =X (259)'
269. 'l'wierd. PowierzcJmia kola równa

iest iloczynowi iego okr?glt przez p%wf! pro­

mienia; czyli, oznaczywszy okr?g kola g?osk? X,

trzeba dowie??, ?e X = i Re.

Dowod. Opisawszy na kole wielok?t fore-

mnyo jakieykolwiek liczbie boków, jobwód iego

oznaczywszy g?osk? O; powierzchnia tego wielo­

k?ta równa? si? b?dzie ilocz ynowi ? RO (248).

Iloczyn ten i RO, wvra?ai?cy powierzchni? wie­

lok?ta opisanego, wi?kszy jest tak od powirrz­
chni ko?a oznaczon?y g?osk? X. iako te? od ilo­

czynu j Re: gd y? zawsze b?dzie O> C. Lecz

przez ci?g?p. podwi:I,i,mie liczby boków, mo?na b?­

dzie nakonice otz)1lla? wielok?t opisany taki, ze

ró?nica mi<-:tlzy obwodem O i okr?gi-m ko?a C,

a t?rn sam?rn mi?dzy ilocz)'lwm ? HO i { RC,

mo?e by? mnieysza od wszcIl,iey ilo?ci nnnaczo­

l}(?y (258). podohnie? ró?nice mi?dz v powierz­

chni? b'go? wielok?ta i powierzchni? koi'a
,

mo?e

l,y? mnievsza od W szdkiey wielko?ci naznaczo-

ue)' (266 ).
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Trzy wi?c te ilo?ci f RO, -f Re; i prawdziwa
powierzchnia ko?a x) s? zupelriie takie) o ia kich
mówili?my wy?ey (268): b?dzie wi?c X =-f Re.

Sposób 2gi. Je?eli to równanie X = -f Re
jest fa?szywe, to iest

, ie?eli powierzchnia liOla
nie iest równa iloczvnowi okr?gu przez po?ow?
promienia, tedy iloczyn ten jest albo mnieyszy,
albo wi?kszy od powierzcJmi }wla.

W l\\'szym przj padku ie?eli iloczyn -f Re
iest mnieysz.y od powierzehni lwIa, we?my iló??
M wieksza od C, i daym y nato, ie?eli by? mo?e

,

?e powi?rz.clrni., ko?a równa si? iloczynowi -f RM,
czyli ie iest X= ? RM.

'

Opiszmy na kole dan?rn wielokat forernnv o

takiey liczbie boków
, aby ró?nica mi?dzy jego ob­

wodem, który oznaczamy grosk? O, i okr?giem
C mnievsza byla , ni? iest mi?dzy ilo?ci? M i tym­
?e okr?giem Ci to iest, aby by?o O -C<M-C.
Dodawszy po obu stronach C, bedzie 0< M.

RozmHo?ywszy obie strony przez -f R, b?dzie
JRO < i RM. A ?e pod?ug przypusczenia X =

iRM; wi?e b?dzie i RO < X; to ivst
, iloczyn ob­

wodu wielok?ta opisanpgo przez potow? promie­
nia ko?a wpisanego, czyli po widrzr-hnia wielok?­
ta opisanego (248), mnievsza iest od powi?rz-.
chni ko?a, co hy? nie mo?-, A zatem i to by?
nie mo?e, aby iloczyn j Re by? mnieyszy od po­
wierzchni ko?a.

W 2gim przypadku, ie?eli iloczyn ? Re iest

wi?kszy od powi?rzchni koJa, w e? m y ilo?? N

mnieysz? od C, i da ym y nato, ie?eli by? mo?e,
?e X=i RN.

VVpisz.my w kolo dane wielok?t foremny o

-takiey liczbie boków, aby ró?nica mi?dzy okr?­
giem C. i obwodem tego wielok?ta oznaczonym
gtosk? W, mnieysza byla od ró?nicy mi?dzv 0-

I

h?gicm e i ilo?ci? N, to iest, aby bylo C - VV
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< C-N. Dodawszy po obu stronach VV i N
,

a odi?wszy C, b?dzie N < ?T. Rozmno?ywszy
a bie strony przez ? R, b?dzie fr RN < {; RVV. A

?e pod?ug pcz.ypusczenia X = {; RN, b?dzie wi?c
X < {; R \V; to iest

, powierzchnia ku?a mnieysza
iest od po wierzchni wielok?ta w to? ko?o wpisa­
nego (250); co hy? nie mo?e. "VVi?c i to by?
nie mo?e, ahy iloczyn i RC by? wi?kszy od po­

wierzchni ko?a.

Kiedy wi?c iloczyn { Re nie mo?e by? ani

mnieyszy, ani wi?kszy od powi?rzchni ko?a, mu­

si by? zatem iey równy.
Sposób 3ci. Powierzchni? ko?a, którego

promie? SM fig. 155. owuczywszy gl'osk? X,
a iego okr?g grosk? C, trzeba dowie?d? , ?e X =

?SM XC.
.

?
.

Gdyby Iloczyn ten ·fSM X C, nie by? równy

powierzchni kola X, I'y:?by od ni?y albo mniey­
szy, albo wi?kszy; czyli, co na iedno wychodzi,
iloczyn ten by?by równy albo powierzchni lwia

mni?yszego od X, albo wi?kszego.
Daymy lód, ?e iloczyn ten równy iest

powierzchni ko?a mni?yszego wvkr??loriego pro­

mieniem Sm : oznaczywszy powierzchni? tego

ko?a g?osk? x, b?dzie podlug prz ypusczenia :f SM

xC =x.

Opiszmy na kole mnievsz?m wielok?t fore­

mny abc i t. d. taki, aby obwód iego nie" scho­

dzi? si? nigdzie z okr?giem kola wi?kszego (253).
Oznaczywszy obwód tego wielok?ta g?osk? 0, po­

wierzchnia iego równa? si? b?dzie iloczvn owi { Sm

X o. Ze za? okr ag ko?a wi?kszego C> o, a t?m

samem i Sm,X C> ? Sm X o; wi?c tt?m ba'rclzi?y
i SM XC>?Sm X o. Lecz { SNI X C=x pG­

d?ug przypnsczenia; h? Izie wi?c x> i Sm X o;

to iest
, powierzchnia kola mnicvszcgo , by?aby.

wi?ksza od powierzchni wielokata na niem opisa­

nego, co by? nic mo?e. Wi?c i to by? nie mo? e,

!l4
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a?eby iloczyn ? SM X C by? mnieyszy od powierz­
chni kota X, czyli, nie mo?e hy? aby iloczyn o­

kr?gu kota przez po?ow? promienia by? mniey­
szy od powierzchni tego? ko?a.

are. Podobnvm?e sposobem dowiedziemy,
?e iloczyn okr?gu kola przez potow? promienia,
nie mo?e by? wi?kszy od powierzchni ko?a, czy­

li, co na iedno wychodzi, ?e iloczvn ten nie mo?e

by? równy powi?r+chni kota wi?kszego. Bo day­
my ?e wyzna czy? tr-zeba powi?r z chni? ko?a

wykr??lonego promieniem Sm. Oznaczywszy 0-

lrdg kola tego g?osk? c, a iego powierzchni? g?o­
ska X; trzeba dowie??

,
?(' iloczyn okr?gu tego

kol<l przez po?ow? promienia, nie mo?e-by? równy
powihzchni X ko?a wi?kszego wykre?lonego pro­

mieniem SM, czyl i, ?e nie mo?e by? i Sm Xc= X.

Jako? na kole mnievsz em opisawszy ,
iak

wy?Py, wielok?t foremnv dbc i t. d. i obwód iego

oznaczywszy g?osk? o, powierzchnia tego wielo­

k?ta, b?dzie równa iloczynowi f Sm X o. Ze za?

obwód o>c, a L?m samem iSmxo>i Sm

X c; wi?c gd)by iloezyn i S,;z X c równy by? po­

wierzchni hola wi?kszego X podi'ug przvpusczenia,

wvpadi ohy i Sm X o> X, to iest
, powierzchnia

wielok?ta opisanego na kole mnievszvm , by?aby
wi?ksza od powierzchni ko?a wykró?lonego pro­
mieniem SM, co by? nie mo? e ; a zat?rn i to by?
nie mo?e aby iloczvn -? Sm X c by? wi?l,szy od

powierzchni x, .czvli
,

nie mo?e h) ?, aby okr?g
ko?a rozmno?ony przez po?ow? promienia hyt
wi?kszy od powi?rzchni tego? ko?a.

Kiedy wi?c iloczyn okr?gu kola przez po?o­
w? promienia, nie mo?e b) ? ani mniejszy ani

wi?kszy od powi?rzchni tego? kola; musi by? za­

tem iey równv.
•

2 jO. Wnioski. 1. Oznaczywszy pnez
'ir okr?g

kola, którego ?rednica = l, a przez R promie?,



c z ? s c I.

przez C okr?g drugiego ko?a, b?dzie pod?ug tego
cc?rn y powiedzieli wy?ey (265), C = 2 '" R. Roz­

mno?ywszyobie strony przez -? R, b?dzie -? RC

='" R2. To iest, powierzchnia ko?a równa iest

tak?e iloczynowi kwadratu iego promienia, przez

stosunek okr?gu do ?rednicy, czyli przez okr?g
ko?a którf'go ?r?dnica iest 1.

271. 2. Oznaczvwszv okr?g iednego kora

przez C, 2g0 przez c, promie? Igo przez R, sgo

przez r; b?dzie C: c = R: r. Rozmno?ywszy
poprzednilei przf'Z R, a nast?pniki przez r, h?dz ie

RC: re = R 2: r+. Podzieliwszy dwa pi?rwsz e wy­

razy przez 2, b?dzie -? RC: i-'rc=R2; ,.2. Aic
R: 1'= 2R: 21', czyli oznaczywszy ?rednice tvch

dwóch kó l' g?oska m i S i s, h?dz ie R: r =S:s, a tPrIl

samem R2: 1'2 =S2: 52; wi?c -? CR: irc=S2: S2.

To iest, powierzchnie ko? sa do siebie w stos Im •

lm kwadratowym, czyli dwumno?nym swoich

promieni lub ?rednie.

272. 5. Niech b?dzie cz??? ko?a APMS fig.
126, mi?dzy dwoma promieniami AS, MS i I'u­

kiern APM zawarta, która si? zowie wycinkiem,
ko?a, sector circuti: ie?eli powierzchnia tego wycin­
ka iest -?, ?, ? i t. d. cz??ci? powierzchni ko?a, ?uk

, .

k APM l d' I I I' d
'

'

tez wycm a )? zre
, z;, "3, 4"

l t. . ez?sCJ?

okr?gu tego? ko?a (118). Powierzchnia zatem

wycinka APMS tak si? ma do powierzchni ko?a,
iak ?uk wycinka APM do okr?gu kora; cz}li ozna­

czywszy powierzchni? ko?a przez X, iego okrag
przez .C, a promie? przez R, b?dzie A PMS: X

= APM: C. Rozmno?ywszy wyr[\zy 2go stosunku

/ przez j R, b?dzie
APMS: X= ? R X APM: -? RC.

W h?y proporcyi nast?pnik l wszy X, to iest,

powierzchnia ko?a danego, równy iest nast?pni­
korni smu j RC, to jest iloczynowi okr?gu przez

po?ow? .promienia ; a zatem i poprzednik lWszy
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APMS równy by? musi poprzednikowi smu i R

X APM; to iest
, powierzchnia wycinka koda

,
ro­

wna iest iloczynowi luku tego? wycinka, przez

})OlOW? promienia.
275. 4. Powierzchnia odcinka APMA, iest

ró?nic? mi?dzy powierzchni? wycinka APMS, i

powierzchni? tróyk?ta AMS; powierzchnia dru­

gie?;o odcinka AMN A, iest ró?nic? mi?dzy po­

wierzchnia ko?a i powierzchni? odcinka APMA.

A zatem powierzchnie tych dwóch odeinko v
,

mo­

g? by? ?3hvo wyrachowane.
274. Zagad. lJ7yk,oetli? ko?o 1:t6regoby po­

wierzchnia równa by?a surrunie lub ruinicy po­

wierzchni dwóch kUl danych.
Rozw, W przypadku lSzym wykr6?li? tro yk?t

prostokatnv i da? mu za ramiona przvleg]« k?to­
wi profiernu promienie dwóch kó? danych; prze­

ciwprostok atnn b?dzie promieniem ko la szukane­

go. W przypadku 2gim wylm'?li? tró yk?t pro­

flokatnv ,
i da? mu za iedno ramie kata prostego

promie? ko?a mnieyszego, a za- przeciwprostok?tn?
promie

?

kota wi?kszego : drugie ramie k?ta pro­

stego h?dz ie promieniem ko?a sz ukan ego.

..

Doworlzenie zupe?nie iest takie, jakiego u?y­
li?my wy?ey (215), mówi?c o 'wielok?tach podo­
bn ych , których powierzchnie s? do siebie w sto­

sunku dwumno?nym boków odpowiadai?cych,
tak iak powi?rzchnie kól' s? do siebie w f?osunku

dwumno?nym promieni.,
275. Uwaga. Gdyby dwa dane ko?a by?y

mi?dzy sob? równe
, trzecie ho?o z.nalezione ró­

wne summie ich powierzchni by?ohy od iednego
z nich dwa razy wi?ksze. W ogólno?ci mo?ua zna­

le?? l<oto 3, 4, 5 i t. d. razy wi?ksze od ko?a danego

tym samym sposobem iaki?rny podali wy?ey (168),
na znalezienie kwadratu ji

, 4, 5 i t. d. razy wi?-,

?szcgo ni? kwadrat dany.
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?76. Zagad. Mai?c done ko?o, wykre?li?
'drugie ep?tsrodkowe z danem , któregoby po­

wierzchnia by?a trzy razy mnieysza od powierz­
chni ko?a danego ..

Roew. Mi?dzy ca?ym promieniem ko?a da­

nego i 3ci? jego cz??ci? znale?? ?redni? ieometry­
cznie proporcyona lna (204); ta b?dzie promie­
niem kOla szukanego. Da)my ?e AB fig· 99. iest

promieniem ko?a danego, AD i)cia cz??? tcgo pro­

mienia; liniia AC ?rvdnio ieometrvcznie propor­

cyonalna mi?dzy AB i AD jpst promieniem kOla

szukan ?o: gdy? pocHug w)lm<?lenia iest AB: AC

= AC: AD; czyli zamiast liniy po?o?ywszy ich

wa?no?ci w liozbach , b?dzie 3: V 5 V 5: l.

Wi?c AB: AC = :5: V3; a t?m sarnem AB2:

AC2=9!3:gdy?VTxV5 5.Ze?a?po­
wi ?rzchrtie kó? maia si? iak kwadraty z promieni,

oznaczywszy zatem powierzchni? kola danego przez

X, powierzchni? kola znalezionego przez x, b?dzie
X: x=AB2: ACz; czyli
X: x=g: 5.

W tt?y proporcyj nast?pnik 2gi, iest 3' razy

mnieyszv od swego poprzednika; wi?c i nast?pnik
lWSZy x iest 5 razy m nievszv od swego poprze­
dnika X; to ie-st , powierzchnia kota znalezionego
iest 5 razy mnieysza od powierzchni kola danego.

Tym samym sposobem post?puj?c, ?atwo b?­
dzie rozwi?za? dwa nafl?puiace. zagadnienia:

lód. Mai?c dane ko?o znale?? drugie sp6?­
?rodkowe zdanem, broregoby' powierzchnia by­
?a tyle razy mnieysza lub wifksza od powierz­
chni danego, ile sif podoba.

zr e. Dane ko?o podeieiic ko?ami spb?srodko-:
kowemi na tyle r?wnych. czesoi ,

na ile sili po­

doba.
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277. Z'\g. Maiqc dane dwa kola ?p6l?rocl":'
kowe

, wyrachowac rolnice ich powierzchni.
.

Rozw. Oznaczywszy powierzchni? ko?a wi?­

kszegoprzeziegookr?gprzez e, R, przez powierz­
chni? ko?a mnievszego przez x, iego okr?g przez e,

prom ieil przez r, b?dzie pod?ug tego co?my powie­

dzicliwy?ey (269 );X=i Re, x= i re. Odj?wszy
strony równania 2go od stron równania l wszego,

zostanie.

X-x=i RC-ire:-:-:-: A.

Ze za? R: 1'= C: c (260); wi?c Re = rC;
a tern samem i Re = i re. Odiawszy po obu

stronach { re, zostanie { Re -

i re = o.

\IV równaniu wi?c oznaczon?m g?osk? A, do­

dawszy z praw?v strony i Rc-i rC, równo??

nie zginie, a równanie to we?mie nast?puiac?
pofla?:

X -x= iRe-irC+iRe-{re.
Roz?o?ywszy drug? stron? na czynniki b?dzie

X-x= (R-r) (i C+ie); czyli,

X-x=(R-r) (?):= :-: B.

2

Nadto poniewa? R: r=C: c, a tt?m sam? m

r : R + r = c: C + c; podzieli wsz y nast?pniki

R+r C+c
przez 2, b?dzie r: ----- c: ----

2 2

R+r
=P.

2

Niecl1 b?dzie Wzi?wszy fi-

niia oznaczon? przez P za promien ,
i okr?g ko­

?a tym promieniem wykre?lonego oznaczywszy
przez O; b?dzie

r : P = c: O; a ?e z dowiedzenia

R+r C+e
1': c: ; kiedy wi?c w tych dwóch

? 2
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proporcyach trzy pierwsze wyrazy iedn?y propor­

cyi s? równe trzem odpowiadaiacvm W) r az om

proporcyi .drugiey, wyrdz 4ty l wszey, ró ny
tak?e by? musi wyrazowi 4temu drugiey propor-

C+ c

° W'
. ,

Beyl; to iest
,

--=. rownamu zatem
2

C+c
po?o?ywszy O zamiast

, b?dzie
2

X -x= (R -

r) O. To iest, ró?nica powierz­
chni dwóch kó? spó??rodkowJch X -

x, równa

iest iloczynowi ró?nicy ich promieni R - r, przez
okr?g 1m:?'a. O wykre?lonego promieniem równym

Y'

d
'

h
..

k'1 d h
R +r

p010Wle summy woc promrem o anyc
2

Uwaga. Wszelka ilo?? równai?ca si? po?o­
wie summy dwóch ilo?ci innych, fest mi?dzy
niemi ?redni? artymetycznie proporcyonaln?.
Powy?sze zatem wyra?enie

X- x = (R- r) 0, mo?na inacz ?y tak wy­
s?owi?; ró?nica powierzchni dwóch kM spól?rod­
kowych równa iest iloczynowi ró?nicy ich promie-.
ni przez okr?g ko?a wykre?lonego promieniem ró­

wnaj?cym si? linii ?redniey arytmetycznie propor­
cyonaln?v , .mi?dzy promieniami dwóch danych
kó? spó??rodkowych.

Mo?na tak?e wyznaczy? t? powierzchni? in­

nym sposobem, iak iest w nast?pui?c?rn twier.
dzeniu.

278. Twierd. R6inica powierzchni dwóch
kol «p?tsrodkowvch , r?wn?iest prostobqtowi mu­

iqcemii za wysobos» r??nice dw6ch promieni, a za

podstaw? liniia prostq r?wnq okr?gowi kola wy­
kre?lonego promieniem rbwnaiqcy ni $i? linii ?re­

dniey arytmetycznie proporcy onalney mi?dzy
promieniami dwoch danych kol spul?rodkowyc1e.
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Dowód. Niech h?d? SC, Sc fig. 154 pro­

mienie dwóch kó? spó l?rodkowvch. DClyrny ?e

liniia profta CE prostopad la do SC, równa iest okr?­

gowi C ko?a wi?kszego. Poprowadzi wszy linii? prost?

SE, i z punktu c Iirrii?
.

ce równoodleg? ?

od CE,

a? do przeci?cia si? z linii? SE w punkcie e, W

dwóch tróyk?tach SCE, Sce podobnych iest SC:

Sc= CE: ce; czyli SC: Sc = C: ce: gdy?

ScxC
CE = C poJ?ug w Jkr??lenia ,

a zatem ce =

sc

A?e okr?gi kó? mai? si? jak promienie (260);
oznaczywszy wi?c przez c okr?g ]wta wykre?lone­
go promieniem Sc, b?dzie SC: Sc = C: c; a za-

ScxC
tem c

su

Z dwóch ostatnich równa? wypada, ?e ce

= e, to iest
,

?e linii a ce równa si? okr?gowi ko­

?a wykre?lonego promieniem Sc,

Powierzchnia tróykata SCE=iSCxCE (150).
Powierzchnia tró) k?ta Sce = i Sc X ee. Ze za?

CE równa si? ok r?gowi kodn W) kr ??lonego pro­

mieniem SC podtug za?'o??nia
,

a ce równa si? 0-

kr?gowi lw[a wykrf.?lonego promieniem be pod?ug
dowiedzenia, po wi?rzchnia za? ko?a równa iest ilo­

czynowi iego okr?gu przez po?ow? promienia

(269); powierzchnia zatem tróyk?ta SCE równa

iest powi?rzchni kola wi?kszego, powierzchnia
tróyk?ta Sce równa iest powierzchni ko?a mniey­
szego; a t?m surnem ró?nica mi?dzy powierzchnia­
mi dwóch tych tróvkatów

,
to jest, czworobok

eceE iest równy ró?nicy mi?dzy powierzchniami
dwóch danych kóJ: spód?rodkowych.

Podzieliwszy linii? Cc w punkcie ? na dwie

równe cz??ci i poprowadziwszy linii? ?e równo­

odlegl? od CE, a? do przeci?cia si? z linii? SE
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w punkcie e; przez punkt e poprowad?my Iinii?
Bb prostopaM? do CE, przecinaiac? si? w pun­

kcie b z linii? ce: proilok?t CcbB równy iest co

do powihzchni czworobokówi CceE: grly? dwa

prostok?tne t('óy??ty ehe, eim, mai?ce k?ty przy
e równe i boki be, Be równe (7!)), mog? do sie­

hie przysta? (26 ). Prostok?t zatem CcbB równy
iest ró?nicy dwóch kó? spód?rodkowych .

.

Prostok?t ten ma za wysoko?? linii? Co
,

która iest ró?nic? dwóch promieni, a za podsta w?

linii? CB = ch, która iest równa okr?gowi ? ko la

wykre?lonego promieniem S?; co tym samym spo­

sobem okaza? mo?na, iakirn okazali?my, ?e liniia

ce iest równa okr?gowi ko?a wykre?lonego pro­

mieniem Sc. Idzie wi?c tylko o to, aby okaza?,
ze promie? S? iest ?rednim arytmetycznie pi.'O­

porcyonaln ym miedz y prom ieniami SC i Sc; cz y­

li, co na ierlno wychodzi, ze promie? S? ró­

wny iest po?owie summy d wóch promieni SC i

Sc; co iest ?atwo okaza? prz erlfu? v wsz v

SC do A tak aby CA = Se ,
i zwa?ywszy, ze

z dwóch ilo?ci nierównvch ,
iakiemi tu s? pro­

mienie SC i So
,

mni?vsza równa iest po?owie ich

summ y mniev po?ow? ich ró?nicy, wi?ksza równa

po?owie ich summy wi?c?y potow? ich ró?nicy.
279. Uwaga. Poniewa? powierzchnia ko?a

równa iest iloczynowi iego okr?gu przez po­

?ow? promienia \ 269); pochieliwszy wi?c powi?rz­
chnia ko Ia przez po?ow? promienia, wypadnie na

iloraz ok{'?!g ko?'a. Nadto dowiedli?my wy?ey
(21)7), ?e rno? rra w ko?o wpisa? lub na ni im opisa?­
wielok?t foremny taki, i? ró?nica mi?dzy iego po­

wi?rzchnia i powierz.chni? ko?a mo?e by? mnievsza

od w sz.clkiev ilo?ci naznacz.on?v. Nukorrieo oka­

zali?my (25'1), ?e maiac wiadome powierzchnie
d wóch \? iclok?tów foremnych podohn ych icdnego
W ko lo wpisanego drugiego opieanego na kole

b , 'p 1:' ,
,

25



JEOMETRYI

mo?na znale?? powierzchnie dwóch innycli wie­

lok?tów foremnych jednego wpisanego, drugi-go
opisanego mai?cych boków po dwa razy wi?cey
ni? wielok?ty pierwsze. \iViadomo?ci te podai? inny
sposób, cokolwiek ?atwieyszy od por?anego wy?ey
(264), wynalezienia stosunku okr?gu do ?rednicy.

Trzeba lód wpisa? w ko?o i opisa? na niem

dwa wielok?ty foremne o iedney?e liczbie boków,

którychhy powierzchnie mog?y by? ?atwo wyra­
chowane.

sre. Podwoiwszy liczb? boków wielok?ta
wpisau-go i opisanego, wyrachowa? powierzchnie
dwóch drugich wielok?!tów rn ai?cvch po

dwa razy witcey boków
,

ni? dwa wielok?ty pier-/

wsze.

octe. To ostatnie dzia?anie powtórzywszy kil­

kana?cie razy, gdy nakoniec znaydziemy dwie

liczby, iedn? mnieysz ? wvra?ai?c? powierzchni?
wielok?ta wpisanego, drug? wi?ksz? wvra?ai?c?

powierzchni? wielok?ta opisanego takie, ?e ich

ró?nica iest bardzo mata; na ten czas liczba ?ro­

dek mi?dzv niemi trzvmaiaca , mo?e by? wzi?ta
za po wi?rzchnia kol", któr? podzieliwszy przez

polow? promienia, wypadnie na iloraz wa?no??

okr?gu ko?a; nakoni-c wa?no?? 1? porównawszy
-z wa?no?ci? ?re.lnicy , otrzymamy stosunek przy-

bli?ony okr??u do ?rednicy. _

Poniewa? kwadrat w koto wpisany icst dwa

razy wi?kszy od kwadratu promienia (236), wzi?­

wszy wi?c promie? ko?a = I, b?dz ie powiPrzclmia
kwadratu wpisanego = 2. A ?e k wadr.rt na kole

o pisany iest l, wadratera ?re inicy (2<?4), a t01TI sa­

m?m 4 razy wi?ks/'y od kwadratu prorni-nia ; b?­
idzie wi?c powierzchnia k wadi-atu opisanego = t?o

Oznaczywszy powierzchni? kwadratu wpisa­

nego przez a, opisanego przez A, powierzchni?

o.smiok?ta wpisanego przez b, opisanego przez BJ
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powierzchni? ] 6k?ta wpisanego przez c, opisanego,
przez, C i t: d.; b?dzie

lód, a= 2. A =4.

2a X

A( r.) h?-Z,e za? b = V Axa;
dzie wi?c

B
--

201 ;

--u-rb

2re, b=V 4 X2 =V 8 2,8284271.

4 X 4 16

B

=?+V 8 -<}-)S-2-S-4-2-7-l- 3,3157085.

Podobnie? poniewa?c=V .BXb; C=

2uXB

-b
-; po?o?ywszy wi?c zamiast B i b znalezione

+c
ich wa?no?ci, i odhywszy dzia?'auie

, znavdziemy
powierzchnie c i C 16k?ta wpisanego i opisanego.

Tym sposobe ,n post?puj?c dal?y , znaydzie­
my powierzchnie wielok?tów wpisanych i opisa­

nych, coraz bartlz i?v do siebie zbli?ai?cych si?.
I tak np. powierzchnia wielok?ta mai?cego boków

128 wpisanego = 5,14035' l l, opisanego za? o b?y­
?e sarnev liczhie hoków = .3,1422256 .. Powierz­

chnia wielok?ta o 2048 bokach, wpisanego =

5,1415877, opismego Zl'\? = 5 ,li}] 5951. Powierz­

chnia wielokata o 16584 hokach wpisanego=
:1,1415925; opisanego za? = 5,141.1927.

Powierzchnie te ró?ni? si? tylko mi?dzy soh?
dwiema jedno?ciami dz iesi?tnemi sioclmego rz cdu.

Liczba zatem 5 ?141 5926, mo?e b.y? wzi?ta za.

wa?no?? powierzchni ko?a (*). Ze za? powierz-

W wielok?tach maiqcych. po 16384 bok?u», pod­
w01:wszy liczb? bolców. otrzymamy wzelokqty
o 52768 bokach, któ'y('h powierzchnie w pier­
wszych siedmiu. liczbach dziesif!trtych od siebie

sif nie r o?niq ; odbywszy bowiem dzia?anie po- ,

treebne , wypadnie powierzchnia tak wpisanego

( *)

?aJ;;opis(tn.ego =5,1415926'.
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chnia ko?a, równa iest iloczynowi promienia przez
po?ow? okr?gu; kiedy wi?c promie? iest l, po?o­
wa okr?gu b?dzie = 5',1415926. Azatem oznfl­

czywszy promie? lw?a przl'z R, ?rednic? przez
S, a okr?g kola przez C, b?dzie R: i C = l:

3,1415926. Rozmno?ywszy pierwszy stosunek

przez 2, b?dzie 2R, czyli S: C = I: 5,1414926?
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TRYGONOMETRYA

PROST OKRE?LN A.

I. Ztwierdze? o przystawaniu i z zagadnie?
o kre?leniu tróy k?tów prostokr e?ln ? ch, to iest lini­

iami prosremi zako?czonyt h, ?atwo wnie?? mo­

?na, ?e ie?eli z sze?ciu cz??ci tróyk ata
,

któremi

s? iego boki i k?ty, trzy c7,??ci s? wiadome, dru­

gie trzy mog? by? wyznaczone, i tró} k?t mo?e

by? wvkr e?lonv ,
bvlebv icdf'n bok przyna)mniey

znaydowa? si? mi?dzy cz??ci-mi wiadomerui. Lecz

kr??lenie tróyk?tów zale ?z.ce od wi?ksze y lub

mnieyszey ';\'-prawy i dok?adno?ci n arz?d Z! do te­

go u?ywanych , podlega roz maitvrn uchybieniorn ,

na których sprostowanie Jvo metrva nie mo?e

poda? ?adn
..

ch pvawidd, kif'(l? nawet liniia pro­

sta nie mo?e bv? tak W) hrl-?1ona, aby nie mia?a

zadn? y szeroko?ci; gtly t; m czasem w ru chunku

art y metycznym wszelkie om) lki bez trudno?ci po­

pI' awi? mo?na.

Dla dope?nienia wi?c ,nauki o trovk?tach pro­

stokre?lnvch, na które wszelkie inne wielok?ty po­

dzielone i zamjen ion e by? mog?, W) pada do wy­

};.:r6?1enia ieometrycznego przyda? rachunek ary t­

metyczny , aby z trzech cz??ci tróykata wyra?o­

nych liczbami, drugie trzy cz??ci liczbami t k?e

wyrara?one b)? mog?'y z tak? dok?adno?ci?, do

iakiey tylko rachunek aJgif'braiczny doprowadzi?
mo?na. Cz??? Jeometrvi podaiaca na to sposoby,
zowie si? Trygol1ometryq prostokreslnq .

,

II. Niech b?dzie tró) k?t ACB fig. 105, w

)(tórym wiadome s?' k?ty A, B i bok AB. Wc?my

tróy,k?t, inny abc,}\.tórego WSZ) stkie cz??ci s? wiado-
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me, i wktórym k?t a·= A, b=B: wi?c dwa te

tróyk?ty s? podobne (19 l ), a zatem

ab : AB=ac: AC; ab, AB=bc: BC .. Wi?c
abxAC=ABxac; ab XBC=ABXbc; a tern

AB X ac

BC ,.--AB xbc
..sam?m AC -

ab ab

Je?elitwi?o ab, ac, be i AB Sq wyra?one w licz­

bach
, znaydziemy tak?e w liczbach boki AC i Be;

a ?e dwa te tróyk?ty Si! równok?tne, kiedy
wi?c k?ty tróyk?ta abc s? wiadome, b?d? tak?e

wiadome k?ty tróykata ABC a tym sposobem
wszystkie cs??ci tróyk?ta ABC s? wiadome i mog?

by? wyra?one w liczbach, czyli, iak odt?d mó­

wi? b?dziemy, tróyk?t ABC jest roewiqeany .

III. St?d si? okazuie, ?e gdyhysmy mieli

ci?g tróyk?tów, kbórvchby k?ty mia?y wszelk?
wa?no?? iak? tylko mie? mog?, i którvchby
wszystkie cz??ci by?y wiadome; w ci?gu tym mu­

sia?by si? znaydowa? ieden tróyk?t równok?tny
z tróyk?tem danym do rozwi?zania, za pomoc?
którego tróyk?t dany mogliby?my rozwi?za? sp 0-

sobem wy?ey okazanym.
Aby?my ci?g takt tróyk?tów u?o?yli, dosy?

b?dzie uwa?a? tróyk?ty prostok?tne, na które

wszystkie inne podzielone hy? mog? przezspuszcze­
nie proflopad??y zwi?rzcholka k?ta naywi?kszego na

bok przeciwny. Wszystkie takie tróyk?ty mog? by?
wykre?lone w czwartev cz??ci ko?a, spusczai?c ze

wszystkich punktów ?uku AB fig. 155, Jiniie SC,
?Ci t. d. profl:opad?e do, promienia HA, i pro­

wadz?c promienie RS, RS i t. d. Trók?ty RCS,
R?? i t. d. tym sposobem utrworzone

, b?d?

lIrzy punktach C, ? i t: d. prostok?tne; a k?ty
ich przy R b?d? mia?y wsz elkie wa?no?ci ,

iakie

tylko k?ty,ostre mie? mog?: gdy? miar? ich s? ?u­

ki AS, AS i t. d. których wiflkos? zale?y ocl na­

s,zey woli; k?ty za? CSR, ?.')R i t. d. Y? miar?'
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powiekszai?cych si? k?tów przy R zrnnieysza? si?

b?d,!: gdy? 'k?t .przy S, z k?tem przy R w ka?dym
tróykacie RCS wa?y ieclen k?t prosty; i nie

mo?e by? ?aden tróyk?t prostok?tny dany do roz­

wi?zania, któryby nie by? podobny iednemu z tróy­
k?tów wykre?lonych w cz.war't?v cz??ci ko?a.

IV. Wszystkie te tróyk?ty RCS i t. d., ma­

j? jednakow? przeciwprostok?tn? równ? promie-.
niowi RA. Mo?naby utworzy? inny ci?g troyk?­
tów prostok?tnych, którychby iedno ramie k?ta
prostego, równe by?o promieniowi RA: na' ten

koniec, dosy? iest z ko?ca promienia RA wy­

prowadzi? styczn? AT nieograniczonóv d?'ugo?ci,
i ze ?rodka ko?a R przez ,pllllkta S, S i t. d. po­

prowaclzi? sieczne RN, RN i t. d. Rzecz? iest

przez si? widoczn?, ?e k?ty ostre, przy R w tróy-.
k?tach prostok?tnych RNA, RNA i t. d. b?d?
mia?y wszelk? wa?no??

, iak? tylko k?ty ostre mie?

mog?, i ?e tern samem miedzy temi tróykatami ?
musi by? ieden podobny tróyk?towi prostok?t-.
nemu danemu do rowi?zania. •

V. W tróykatach RCS i t. d. przeciwprosto­
k?tna. nie odmienia si?, boki CS i t. d. rosn? w

miar? rosn?cych k?tów CRS i t. d., i ?uków ?S
i t. d. Wielko?? zatem katów CRS i t. d. i ?u­

ków AS i t. d., zalety w tróyk?tach prostok?tn ych
od wielko?ci boków es, ?S i t. d. Buki te naz wano

lf/stawami, sinus; ?uków i k?tów im odpowiada­
j?cych. I tak CS iest wsta'r? ?uku AS i k?ta ARS;
es iest wstaw? ?l?ku AS i k?ta AR' i t. J.

Wstawa wi?c luku iest prostopad?a spusczona

z ko?ca tego ?ubu napromiea przeohodeqcy przez

drugi koniec tegoi ?uku,

VI. Liniie RC. Re i t. d. które zmnieysza­
j? si? w miar? powi?kszai?ch si? ?uków AS, AS

i t. d. s? równe liniom SO, 50 i t. d. prostopa­

d?ym do promienia RH) który icst prostopad?y do
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promienia RA. Liniie te SO i t. d. s? t"m wzgl?­

dem luków BS, B? i t. d. cz?m ,s? liniie SC, ?C

i t. d. wzgl?dem ?uków AS, AS i t. d. To iest
,

Iiniia SO iest ,V\ st.i w? luku BS; liniia SO if'st

wstaw? ?uku BS i t. d. Dwa ?uki, które do sie­

bie dodane lub od siebie odi?te równe s? czwaat?y

cz??ci okr?gu, nazywamy Dope?nieniem ieden

drugicgo , complementum.
I

I tak ?ug ES iest do­

pe?niem luku AS, BS icst dope? niem ?uku AS i t. d.

Liniie zatem SO, ,'O i t. d. s? wstawami dope?­

nia luków AS, i t. d, sinus complemeuti. VV sta­

wa dope?nienia inafz?y zowie si? dostaw?, cosinus.

Wi?c linij e ,sa, so i t. d. tudz ie? równe im li­

niie RC, Re i t. d. s? dostawami ?uków AS, AS

i t. d. Dostawa zatem, ?uku. iest «?staw? dope?­

nienia tegoi ?uku, i rouni a si? cz??ci pro­

mienia bf!dqcey mi?dzy ?rodkiem kola i wstaw?,

Liniia AC, AC i t. d. równa promienio­

wi AR zmnieyszonemu dosta w? ?uku SA, SA"

i t. d. nazywa si? wstaw? odwr?cono ,
sinus 1)el"­

sus, tego? _u. Lecz liniia ta, w daiszp.y Mdtema­

tyce u?ywana, do rozw.i?zywanid tró)k?tów nie

b?dzie nam potrzebna.

VII. \IV tróyk?tach wi?c proftok?tnych RCS

j t. d. przeciwprostol,?tna RS i t. d. iest promieniem

ko?a; boki CS i t. J. s? wstawami, a boki RC i t. d.

s? dostawami k?tów ostr)ch R mai?cych s,,,óy

wierzchotek w ?rodku k o Ia. VV ka?dvrn wiec

tróyk?cie prostok atnym wzi?wszy pZ7.ec[wprost?­
tc?tn? za pr orniv?., a wit?rzcho?ek ie.lncgo z i? wóch

k?tów ostrych za ?rodek kol'a
,

bok przeciwny

k?towi ostremu mai?cemu swoy wierz,cho?ek w

srodku ko?a b?dzie if'go wstaw?, a bok prl.ylf·gly

ternu? k?towi iego dostawa.

VIII. W tróyk?tach ARN, ARN i ,t. d. Lok

AR nie odmienia si?; hok i ?a? R.?, RN i t d.

tudzie? boki AN, Al" i t, d. rosnc? w miar? rc -
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sn?cych k?tów ARN i t, d. i ?uk6w AS ,i t. d.

któr« s? miar? tych? e k?tów. Boki RN, RN i t. d.

zowia si? Sieczne; secautes
, luków, AS' i t. d.

i k?tów AHN i t. d" boki za? AN, AN i t. d. sty?
czne

, tangentes, tych?e luków j karów.

Sieczna zatem trvgouomctryczua ?uku, iest

lJrOm?e? przez koniec tego tuku. poprowadz(}lzy i

preedlu?onv a? do zeyscia si? ze styczn? wy­

prowadzon? z drugiego ko?ca tegol
? ulcu ; Stycz­

na za? trygonometryczna iubt» iest cz??? sty-

6zney przez ieden koniec tego laku popr ocoadzo-:

lley, zawarta mi?Jdzy dwoma promieniami przez
obadwa ko?ce tego?. laka poprowadzonemi.

IX. W tróyk?tach wi?c prostok?tnych ARN

i t. d., bok AR iest promieniem ko?a, boki AN

i t. d. s? stycznemi ,
a prz.eciwproetok?tne RN

i t. d. siecznami k?tów ostr-ych ARN i t. d. mai?­
cych swóy wierzcho?ek w ?rodku kOla. VV ka?dym
wi?c tróy k?cie prostok?tny m, wz.iawsz y iedno ra­

mie k?ta prostego za promie?, a wierzcho?ek ie-­

dnego z k?tów ostrych z.a ?rodek ko?a, drugie
ramie k?ta prostego b?dzie styczn?, a przeci wpro­

stokatria sivczn? kata ostrego mai?cego swóy wierz­

cho ? ek w ?rodku ko?a.

X. Zkorlca B luku AR fig: 156, wyprowa"':

dziwsay styczn? Bn, i przed?u?ywszy ia a? do

zev?cia si? z sieczna Rn; liniia Bn b?dzie styczn?
a Iiniia Rn sieczna Iuku BS, Ze za? :?uk BS icst

dope?nieniem {ujm AS (V),wi?c liniia Bit iest styczn?
dope?nienia ?uku AS, i zowie si? inacz?v do­

tYCZll?, cotangens; liniia za? Rn iest sir-czrra do-,

pe lnionia tego? ?uku AS, i zowie si? dosiecznq ;

cosecans.

Xl. Wszystkie te liniie trygonometr-yczne b?d?c bo-.

karni porlobnvch tró)k?lowRCS, RNA, RBn, nos,

s? mi?u/.y sob? proporcvonalne : mai?c zatem

wiadome wa?no?ci iednych, ?aLwo, h?dzie wyzna-:

-czy? wa?no?ci drugich, '
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.

Jako? w tróyl{?cie Res prostok?tnym przy
C iest eS2 +RC2 = RS2; czyli, oznaczywszy
promie? RS przez R, ?uk AS przez a, Iiniie za?

trygonometryczne przez pocz?tkowe g?oski ich nu­

z wisk ; b?dzie

wsPa+d.os2a=R2j wi?c wst" a=Rz-dos2a;
dos> a= R 2

-wst
2

a: a tt?m samem

wsta=V R2-dos2 a : - : -: l

dos a = \I R 2_ wst? a : - : - : -: 2.

sre. "V tróyk?tach RAN, ReS podobnych iestRC:

CS=RA: AN; czyli dosa: wst a =R: styaj

R. wst a

wi?c sty a =

dos a

: -: - 5.

3cie. W tróyk?tach RCS, RBn podobnych,
iest es: RC = BR: Bn; czyli wst a: dos a = R:

R. dos a

dot a; wi?c dot a : -: - 4.
wst «

4te. W tróyk?tach RCS, RAN podobnych
iest RC: RS =RA: RN; czyli. dos a: R = R:

Rr.

siec a; wiec' siec a- .
- : -: 5.

•

dos a

5te. W tróyk?tach RCS, RBn podobnych iest

CS:;LRS=RB: Rn; czyli, wst a: R=R: dosiec a;

R2
wi?c dosiec a 6._---

-.?-:-:-:-:­
wsta:

.

Przypatrzywszy si? równaniom l, 2, :5, 4, 5 i

6, oznaczai?cyrn wa?no?? 6ciu liniy trygonometry­
cznych, postrze?emy, ?e wa?no?? stvczney i doty­
cz n?v, siecznev i dosieczn?v zale?v od wyznaczenia
wa?no?ci wstawy, dostawy i promienia. Ze za? d?u­

go?? promienia w mierzeniu k?tów za pomoc? lu­

ków ko?a iest rzecz? oboi?tn?, wi?c wzi?wszy
promie? = l, wa?no?? innych liniy trygonome-
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trycznych zale?e? b?dzie od wyznaczenia wstawy
i dostawy': a wt?a?ciwie mówi?c bd wyznaczenia
wa?no?ci sam?y tylko wstawy: gdy? dostawa zale­

?y od wa?no?ci wstawy, iak si? z równania pod

liczb? 2 przekona? mo?na.

Nast?pui?ce twierdzenie o wa?no?ci wstaw i

dostaw summy lub ró?nicy d wóch luków, zas?u­

guie na navwieksz? uwag?: gdy? zamyka w sobie

wszystkie w?asno?ci wstaw i dostaw.

XII. T wierd. Niech Q'tdCf: dwa iabiebolwieb

?ubi a, b; b?dzie
wst a. dos b -+- wst b. dos a

wst (a -+- b)
R

dos a. dos b -1- wst a. wst b

dos (a± b) = _

R

Dowod. Niech b?dzie fig. ) 57, ?uk AM
= a, MN=b: wzi?ws?y ?uk MN = MN, .i popro­

wadziwszy ci?ciw? NN i, promie? MR, z punktów
N, M, E i N Spu??my NC, ,MP, EF i NC pro­

stoparl?e do AR, tudzie? NG i ED prostopa­
d?e do NC.

POcHllg tego co?my powiedzieli wy?ey (V),
Iiniia MP iest wstaw?, a PR dostaw? ?nku AM
= a. Liniia NE z wvkr ??lenia prostopad?a do pro­
mienia MR (lOg), iest wstaw?, a RE dostaw?
?uku MN=b.

Liniia NC iest wstaw? ?uku AN = AM+ MN

=o+b.
Liniia ?C iest wstaw? ?uku A? = AM-MN

=a-b.

Liniia RC iest dostaw? ?uku AN = AM + MN

=a+b.

Lirriia RC iest dostawa luku A?'T:=AW -MN
= a- b.

.

\

Lecz NC= DC+ DN=EF+DN: grly?EP=DC,
?C =GC=DC -DG=EF-DG.
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Re = RF-FC = RF -ED: gdy? ED=FC'

R?='Bf' + F?.
'

Nadto, wtróyk?+ach NNG" END podobnych jest

NN: EN=NG: DN=NG: ED.

A ?e poprzednik lSzy NN iest dwa razy wi?­

kszy od swego nast?pnika EN (108); wi?c i li-

niia NG dwa razy wi?ksza od DN, i NG czyli ?C
dwa razy wi?ksza od ED czyli, FC; a tern samem

DG = DN, EO czyli FC=FC.
.

VV powy?szych zatem równaniach zamiast liniy
DG i F? poio?ywszy równe im liniie DN i ED

b?dzie
.

wst (a+b)=NC=EF +DN:
(

wst (a-b)= l';C=EF -D'N.

dos (a+b)=RC=RF-ED.
dos (a-b)=R?=RF +ED.
Idzie wi?c tylko ° wynalezienie wa? no?ci

czterech liniy EF, RF, D? i ED, z których dwie

pierwsze s?, bokami. tr-óvkata EFR podobnego
tróvk ?towi MPR, dwie drugie s? bokami tróyk?-.
ta EDN podohnego temu? tróyk?towi MPR: gdy?
boki 19O s? z wykre?lenia prostopad?e do boków

2go tróyk ?ta. B?dzie wi?c
RM: MP=RE: EF. RM: PR=RE: RF.

RM: NE=RP: DN. RM: EN=MP: ED.

Czyli Fo?o?ywszy wa?no?ci trygonometryczne,
wst a. do-. b

R: wst a.'= dos b: EF; wi?c EF=-----
H,

R: dos a= dos b: RF, wiec RF
\ R

wst b. dos a

R: wst b = dos a: DN; wi?c DN
R

fi l ED' E
wst a. wst b

: wst } = wst a ; ; Wlec D = --'-::
__

--

.

R

'i\' p o wv?szych zatem czterech równaniach

zamiast liniy EF" RF, DN i ED po?o?ywszy zna-
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lezione ich wa?no?ci, równania te z ?rnienia si?
w nast?puiace :

W8t a. do?.b -l- 'w?t b dos et

wst

R •

wst (a _ b ) =

wst a. dos h - wst b.' (1M a

li.

dos a. dos b - wst (l. wst b
cios ( a + b)

H.

dos a. dos b + wst a. wst l;
dos (a -

b)
R

Hównania te 'Za pomoc? podwóynego zna­

ku +wyra?ai?cpgo summ? i ró?nic? wstaw i do­

staw, mo?na zamieni? na dwa równania, kiore­

?my za?o?yli. w. twierllzeniu.

XIII. Chc?c znale?? wstawo i dosta we ?uku

(lwa razy wi?l<;ugo, ni? iest ??k dany a,' dosy?
jest w równaniu r wsz ?rn i 3c'jtm, ze cvterech ró­

wna? poprzedz aiacych ,
zamiast luku b wzi?? tllk

a; tym sposobem dwa te równania zamieni? si? W

nast?pui?ce :

.

wst a. d0S a + wst a. (los ?
wst (a+a)=

.
R .

dos a. dos a-ws! rt.w!!ta
l'dos(a+a)= ------R-----;czy

l

s wst a. dos a.
l

c1os2a-. wst2 a

wst 2a = ) (OS 2a =

R H

W tych?e samych równania-f zamiast b
po-:

?o?ywszy ?llk 2a, otrzyma?y wa?no?? wstaw y l

dostawy ?uku trzy razy wl?ksz,?go, ni? iest ?uk

dany et: b?dzie bowiem

wsta dos 2a+wst ?;Ja dos (l.

wst(a+2(t)= wst5a=
.

R

'

d ( + ) d,...·
dosados?w-wstawst2(f,

0.$ a 2a = os oa =.-----:::---- __

/

n.
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Tnn sposobem post?puj?c, mo?na otrzyma?
wstaw? -i dostaw? ?uku 4,.5 i t. d. razy wi?ksze­

go, ni? iest ?uk ??y.
•

..

dasZ a-wstZ a

?]V. Z równania dos 2a =

R

(XIII), mo?na tak?e otrzyma? wstaw? i dostaw?
?uku dwa razy mnieyszego ni? iest ?uk dany a:

i?ko? zami?st !ul?u a , wzi?wszy ?uk ? a, równa­

me to zarmem si? w nast?pui?ce :

dos z

j a-wst2.! a

dosa=
R

Z

.Zniós?szy miano-

wnik, b?dzie
dos" ? a- ,,,"st2?a=R. dos a. Ze za?
dos 2

? a + wst Z? a=R 2

(XI); wi?c strony tych
d wóch rów na? raz od siebie odi?w?zy, drugi raz

do si?bie dodawszy, b?d? dwa nast?puj?ce ró­

wnanra :

swst" ?a=R2 -R.dosa. 2dosZja=Rz+R.
dos a.

Podzieliwszy obie strony przez 2, b?dzie
wst2j;a=jR :l-? R. dos a; dos 2

ja=jR 2+jRdos a.

Wi?c wst i a= V i RZ -' f R dos aj

dos ? a = fi R 2

+,rR? d?s a.

Drug? stron? przed znakiem pierwiastkowym
podeicliwszv przez 2, a wyrazy b?d?ce pod zna­

kiem pi?rwrastkowvm rozmno?ywszy przez 2 z,

cz.yli przez 4, co wypadnie na to samo, iak gdy­
hy strona ta hy?a podzielon? i rozmno?on? przez

?, b?dzie

wst i a?? V 2 R Z
- ?R??

doa ? a= j V :2 ..
I..

+ 2ft dos a.

Z?pomoc? tych dwóch równa?, mo?na h?­
Gzie znale?? wstaw? i dostaw? nie tylko polowy
{uJm dancgo ,

ale te? ?uku 4, 8, lO i t. d. razy

mnieyszego ,
ni? iest ?uk dany; gd)? wstawa, i
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dostawa ?uku dwa razy mnieyszego ni? iest ?uk

1 a, b?dzie wstaw? i dostaw? luku 4 razy mniey­
szego, ni? iest luk a; i t. d.'

Te same dwa równanialotrz yma? mo?na spa­
sa hem nast?puj?cym:

Podzieliwszy luk AM fig. 158, na dwie cz?­
?ci równe w punkcie N, i poprowadziwszy pro­

mie? RN, i ci?ciw? AM: ci?ciwa ta w punkcie
C iest podz ielona na dwie równe cz??ci, i iest

pr ostopadi'a do promienia RN (108): Iiniia zatem

CM iest wstaw? ?uku MN, czyli polowy ?uku

AM (V). W tróyk?cie AMP prostok?tnym przy

P, iest AM= V MP 2.

+ AP2.

A?e AP=AR-PR=R-dosAM=H.­

dos a; MP=wst AM=wst a; po?o?ywszy wi?c
wa?no?ci te w równaniu powy?szem, b?dzie •

AM=Vwst2 a+ R:/.- 2H.. dosa+dos2a.
Ze za? wst

2.

a+dos
2.

a=R? (XI); b?dzie wi?c

AM = \I 2lP- 2ft dos a. Po.lzieliwszv obie

strony przez 2, b?dzie ? AM = MC = wst -? a

= -? V 2I{2 -?R. dos a.

Dla znalezienia linii R C, która iest dostaw?
?uku MN czyli po?owy luku dill1?go AM, popro­

wad?my ci?ciw? BM i promie? RN do niey prosto­

padly. W tróyk?cie BMP iest BM=V NIp2 + Bp2..

A ?e BP =BR+RP= R. + dos a, NIP =

wst a; b?dzie wi?c

BM = V -w-st-2.?(jl-I-{-2. -+-2-R-. -d-o-s-a-+--d-o-s2.-a+;
Po?o?ywszy R.'? zamiast wst 2.

a + dos 2.

a, i o­

bie strony podzieliwszy przez 2, b?dzie

i BM= M?= RC=dos i a= ? V 2R2.'-+-2-R-.-d-os-(.-t.
XV. Liniia MP b?d?ca wstaw? luku AM,

iest oraz wstaw? ?ulm MB, który 00 ?uku AM do­

dany, czyni pólokrcgu Al\1B: gclyi Iiniia ta iest
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prostopad?? z kOllca M lliku HM spusczona do

promienia HB przechodz?cego przez drugi koniec

B tego? tuku MB. Dwa luki lub dwa k?ty, któ­

re do siebie dodane cz,ynj? pó?okr??:u lub dwa l,?­

ty proste, zowiemy speinienien: i .. den drtlgoiego,
sup plementum, I tak luk B:\1 wi?kszy od czwartey

cz??ci okr?gu jest spt'lnieniem ?uku AM mniey­
szego od cz wartev cz??ci okr?gu; ?uk AM iest

spe?nieniem ?uku BM. St?d wniesiemy, te wstawa

? ubu. iest ta sama, co wstawa spe?nieni" tego?.
luku.

XVI. Poprowadziwszy ci?ciw? MN równo­

ocl.legl<! od ?rednicy AB, fig. 149, i spu?ciwszy
MI> i NQ prostopadle do AR, b?dzie NQ=MP,
i ?uk BN =AM (1l6). Ze za? ?uk BN iest spe?­
nieniem ?uku AN, wi?c i ?uk AM iest spe?nie­
niem tego? ?uku AN. Dwa te ?uki maj?ce równe

wstawy MP i NQ, mai? tak?e równe dosta wy
SP i SQ; lecz kier-unek tych dostaw iest od wrO­

tny: dostawa SP ?uku AM mnievszego od 4tAy cz?­

?ci okr?gu le?y po lew?y stronie ?rednicy DC; dosta­

wa z as SQ ?uku AN wi?kszego 0.1 4tp.y cz??ci

okr?gu, le?y po prawey stronie tey?e ?r ednicv De;

gdy t)m czasem ich wstawy MP i NQ le?? obie­

-dwie z iedn?v strony ?re luicv AB. 0,'1 wrotno??

ta kierunku dostaw i wszelkich innych liniy wy­
ra?a si? w rachunku dwoma znakami + i -, z któ­

rych pierwszy wvra?a ilo?ci do davne , drugi od­

jemne. I tak ie?eli dostawa SP le??ca po lewey
stronie ?rednicy DC uwa?a si? iako ilo?? doduvna,

czyli ma przed sob? znak +, dostawa SQ le? :ca

po praw?v etronie t?y?e ?rednicy De uwa?a si?
itlko ilo?? odiemna, i In a przed sob? znak -. Do-

o

stawa zatem lulm wi?kszego od 4tpy cz??ci okr?­
gu iest równa dostawie iego spe?nienia wzi?tey
ze znakie!ll-; i odwrotnie rlostu wa tuku mniey­
szego od 4tey_ cz??ci okr?gu I;'ÓWna iest dostawie
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iego spe?nienia wzi?tev ze znakiem +; czyli, do­

stawa luku' rtJwna iest dQstawie iego spe?nienia

:Wzifltey ze znakiem przeciwnym.
XVII. Nukoniec widzimy tu, ?e Me wstawa

?uku lVlN fig. 158 iest potow? AM ci?ciwy ?uku

ANM (lwa razy wi?kszego od ?uku M.N; podo-
bnie? M?,wstawa ?uku MN iest polow? Mls oi?ciwy
?uku MNB d wa razy wi?kszego od ?uku MN.

St?d wniesiemy, ?e wstawa lu?.u r?uma iest po­
?owie oieeiwy luku dwa razy wi{kszego. A za-«

tern gdy wstawy s? wiadome, ?atwo mo?na wy,
rachowa? ci?ciwy, i odwrotnie.

XVIII . Poniewa? ?rednica 'iest ci?ciw? pó?­
okr?gu: po?owa wi?c ?rednicy czyli promie?; b?dzie
wstawa po?owy pó? okr?gu czyli czwart?y cz?­

?ci okr?gu (XVlI); iako? wstaw? ?uku AB fig
156, równego czwart?y cz??ci okr?gu iest pro­

mie? ER z ko?ca B tego ?uku spusczony pro v­

stopadle do promienia AR przechodz?cego pne?

drugi koniec A tego? :?uku. A ?e ?rednic? ze

wszvf?kich ci?ciw ko?a iest naywi?ksz a ( 101);
wi?c wstawa czwart?v cz??ci okr?gu iest ze wszy­

flkich wstaw naywi?ksza. Wzi?wsz y zatem pro­

mie? = I; wstawa czwart?v cz ??ci oln'?gu b?dzie

l; wstawy za? innych ?uków b?d? mnieysze od

l, a t?rn samem wa?no?ci ich b?d? ul omkow e.

Ze za? kwadrat dostawy równa si? kwadrato­

wi promienia zmnievszonernu kwadratem wsta­

wy (XI); kieuy wi?c wstaw? czwart?y cz??ci
okr?gu iest promie?, dostawa cxwart?y cz??ci
okr?g n h?dzie=o. Iw sam?v rzeczy dostawa ?u­

.ku równa si? cz??ci promienia zawart?v mi?­
dzy wstaw? i ?rodkif'm ko?a (VI); kie_dy wi?c

-wstawa ER ?uku AB równego czwart?v cz??ci
okr?gu, przypada na ?rodek kola R, dostawa

tego? luku niknie czyli równa si? o.
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Poniewa? promie? iest ci?ciw? ?uIm równe­

go 6bfy cz??ci okr?gu; wi?c po?owa promienia
h?dzi0. wstaw? ?uku równego 12tey cz??ci okr?gu
(XVII) VVzi?wszy zatem promie? =

l, wstawa

] 2t?y cz??ci okr?gu b?dzie =j. A ?e dostawa ?u­

ku równa si? pierwiastkowi ró?nicy miedzy kwa­

dratem promienia i kwadratem wstawy (XI),
kiedy wi?c: promie? = l, wstawa 12tey cz??ci
okr?gu =j, b?dzie dostawa 12b?y cz??ci okr?gu

-V3
=V 1-*= V!=--=iVr

2

r asta cz??? okr?gu iest 5ci? cz??ci? ?uku

AR równego 4tt?y cz??ci okr?gu. Oznaczywszy
zatem 4t? cz??? okr?gu przez Q, b?dzie

s od, wst Q = l; dos Q = o.

ar e. wst ? Q =j; dos ? Q = i V 5.

Mai?c wstawy i dostawy tych dwóch ?uków,
mo?ua b?dzie znalp.?? nie tylko styczne, doty­
czne, sieczne i dosieczne tych?e Iuków, za pomo­

c? formu? wy?ey (Xl) podanych; ale te? wsta­

wy, dostawy i t. d. innych wszystkich luków, hio­

r?c ?uki te, tak pod?ug nowego podzia?u okr?gu
na 400 stopni, iako te? podlug podzia?u dawne­

go na stopni 560. Lecz pi:'rwey uczyni? potrze­
ba dwie nast?puj?ce uwagi:

XIX. i.od, ?uk co do drugoki zawsze iest

mni(>y?zy ni? iego styczna, a wi?kszy ni? iego
wstawa. Jako? wzi?wszy ?uk Am=AM fig. 139,
:i poprowadaiwszy ci?ciw? Mm, i styczne TM,

Tm; styczne te przetn? si? z promieniem AR

w punkcie T: gr?y? dwa tróyJ,?ty RT.l\l, HTm

mog? do siebie przysta?. LfCZ lul, MAm czyli

AM+Am<TM+Tm, AM+Am> MP+Pl7z

(258); ?e za? AMl=Am, TM='I'm, PM=Pm;

b?dzle wi?c 2A M < 2TM; 2Al\1> 2PM; a t?m

'sampm AM <'IM., AM> PM.
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sre. Stosunek mi?dzy styczn? i wstaw? co

raz bardzi?y przybli?a si? do l, w miar? coraz

bardziev z mnievszaiacego si? ?uku; czyli, co na

iedno wychodzi', im iest ?uk mnieyszy, tern iest

mnieysza ró?nica mi?dzy iego styczn? i wstaw?.

,R. wst a

Jako? poniewa? stya ----(XI), czyliwzi?­
dos a

\\Tst (t

dos a
wszy promie? = l, sty a = ; wi?c 0-

bie strony rozmno?ywszy przez dos a, i podzie-
.

. wst a

hwszy przez stya, b?dzie dos a =

sty u

?e

za? dostawa ?uku tern iest wi?ksza, im iest ?uk

mni?vszv , to iest dostawa tern bardei?y przybli­
?a si? do promienia czyli do l, im iest ?uk mniey­
szy; wi?c im ?uk a iest mnieyszy, tern barclziey
'wa? ao?? dos a, a t?rn samem i wa?no?? u Iornka

wst a

bl·
, .

_1"

•

d d·'
".

--

, przy iza sie uO l; co owo Z1, ze rozm-.

sty a
•

ca mi?dzy mianownikiem i licznikiem tego u?om­

la, to iest mi?dzy sty a i wst a musi hy? bardzo

ma?a, a ir-scze mnieysza mi?dzy wa?no?ci? ?uku

a) i wa?no?ci? iego wstawy luh styczn?y. W zi?­

wszy np. PM = 0,0001, b?dzie
RP = V RM- Pl\P = V-l---?O-,o-o-o-o-OO-O-l

0,999 999 995.
1 X 0,0001

MP=RMXPM
RP 0,999 999 ?95

0,000 100 000000 5; wa?no?? ta styczney MT ró?ni

si? tylko od wa?no?ci wstawy PM w 13tey liczbie

dziesi?tney; mo?na i? wi?c wzi?? za wa?no?? ?u­

ku AM: wyra?onego w cz??ciach promienia RA:
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xx. Po tych uwagach i po wiadomo?ciach

które ie poprzedzi?y, nie trudno b?dzie wskaza?

sposób, którym wa?no?? wstaw, dosta w i t. d.

wszystkich ?uków wynaleziono i u?o?ono w ta­

blice e
.

Poniewa? wstawa 4tey ez??ci okr?gu czyli
wst Q=I, dos Q=o (XVIII), uczyniwszy wi?c
Cl= Q, i po?o?ywszy naznaczone wa?no ?ci w

dwóch równaniach w'-'?ey znalezionych (XIV),
w st i a = ? V 2RI.-2f{. dos U, dos i a =

?V 2R /.

+ 2R. dos -?; równania te zamieni? si?
w rtast?pni?ce:

wst i Q= i V 2-----2X-O--i·V20,707106781186.
dos?Q=iV 2+2XO=iV;-- 0,707 J067811$6.

VVa?no?? t? wstawy i dostawy i Q mo?na

tak?e nast?pui?cym sposobem wyprowadzi?.
Jr?C'li ?uk AB fig. 140. równy czwart?y cz?­

?ci okr?gu jest wpunkcie M podzielony na dwie

cz??ci równe, na ten czas liniia MP czyli wstawa

?uku i AB, równa iest linii RP czyli dostawie tego?
?uku: W tróykacie bowiem RPM k?t PRM

= RMP, co iest ?atwo okaza?. Ze za? Mp2 +

RP2=MR2;cz)'li, 2MP2=MR2=1; wi?c MpZ.

=i; a tem sam?m MP=V.r-·v i X2= ? V;:-
Mai?c wa?no??

I

wstawy i dostawy luku ? Q,
mo?na b?dzie znale-?? wa?no?? wstawy i dostawy
po?owy tego ?uku czyli;} Q. Jako? niech b?dzie

?Q=a: w równaniach powy?szych (XIV), po­

?oiyws'l·Y znalezione lub naznaczone wa?no?ci,
hedzie

'wsti Q= iV (2.- 2X 0,70710'6781186)=
0, 38268345?365;

dos ? Q = i V (2+2-X o,707106781186=
0,923879fi325ll.

Lecz dz.iel?c tym sposobem ka?dy ?uk na dwie

'l'Iz??ci równe, nie doydzicrny ani do cz??ci dziesi?tyqJl>
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które s? stopniami minutami, i t. d. pod-tug nowego

podzia?u okr?gu, ani do cz??ci takich , ktc5reby
mo?na wzi?? za stopnie, minuty i t. d. podzia?u

dawnego. Znavdziemy tylko luki coraz mniey­
SZf!, a t?m sam?m coraz lJard/jpy prz) bli?aiaoe si?
do swoich wstaw: i tak za 14tym podzia?em b?dzie

?uk=Yoh"4 Q, którego wflawa =0,000095875799'
Wstawa ta mni- ysza iest od wHawy 0,0001; ?uk

wi?c ten nie ró?ni si? od swoi?y wstawy w pirr­
wszvch J stu liczbach dz-iesi?tnych (X/.x). ?uki

zatem mnieysze iescze mni?v ró?ni? si? b?d? od

swoich wstaw.

?uki tak ma?o ró?ni?ce si? od swoich wstaw

i stycznych, mog?? by? uwa?ane za proporcyo­
nalne tym Iiniiorn : b?dzie wi?c

wsty"d"B"4 Q: wstYo-l\i"OO Q= YO?B4 Q: '1007:000 Q.
czyli=lOOOO'O: 16384. A zatem

wstYolooo Q, czyli wst 0,00001 Q =

100000

Nadto poniewa? luki ma le s? proporcyonal­
ne swoim wstawom, ?uków zatem 2, 3, 4 i t. d.

razy wi?kszych od ?uku 0,00001 Q, h?d? wstawy
2,3, 4 i t. d. razy VI' i?ksz e od wf?a wy tego? ?uku;

b?dzie wi?c
wst 0,00002 Q = swst 0,00001 Q,
wst 0,00003 .Q = 3wst 0,00001 Q.

I

wst 0,00004 Q = 4wst 0,00001 Q i t d.

Tym sposobem znilydziemy iescze wiele ?uków

wi?kszych od ?uku 0,00001 Q, których wstawy i

,stycme nic ró?ni? si? mi?dzy sob? w pihwsz)'ch
r sstu Iiezhach dziesi?tn vch. A chocia? za dalsz?m

powi?kszaniem si? iuków, ró?nica ta coraz si?
.

barrlziey powi?ksza; mo?na iednuk tylU sposobem

post?pui?c dov?? a? do ?uku= 0,001 Q, którego
wsta wa i styczna tym?e sposobem znalezione, ie-
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soze si? mi?dzy sob? nie ró?ni? w pierwszych
Srniu liczbach dziesi?tnych.

W ?ukach wi?kszych 0(1 0,001 Q, ró?nica ta

znacznieby si? powi?lcszvda . w ten czas wi?c u­

?y? potrzeba 4 równa? wy?ey znalezionych
(XII i XIII),

wst 2a = zwst a. cios a;
dos 2a = dos" a-wst2 a;

wst(a+b)=wsta. dosb+wst h. dos a.

d08( a+b) = dos a. dos b+ wst u. wst b;

Wziawszy naprzód a= 0,001 Q, potem a

= 0,002 Q i t. d. z dwóch równa? pierwszych
otrzymamy

wst o.oos Q; (los 0,002 Q; wst 0,004 Q;
dos 0,004 Q i t. d. WZj??WS7.y znowu naprzód
et = 0,00 l Q, b = 0,002 Q; pot?m (l = 0,002 Q,
b = 0,005 Q i t. d. z dwóch równa? drugich o­

trzymamy
wst 0,003 Q, dos 0,005 Q; wst 0,005 Q,

dos 0,005 Q i t. u.

XXI. Ten sam sposób pofl.?powania mo?na;

]Jrzyfiosowa? do dawnego podzia?u okr?gu na

5600, z t? tylko ró?nic?, ?e dzia?anie roz pocz.ad

nale?y od wf?uwv i dcf?awv Iunu = ? Q = 300

(XVIII). ?uk ten ci?gle dziel?c na dwie cz??ci

równe, i za ka?dym podzia?em wvnavdui?c wa?­

no?? wftawy i dostawy Iuków coraz bardzi?y
zmnieyszai?cych si?, doydz.iemy nakonice do ?uków

bar-dzo ma?o ró?rriacvch si? od swoich wstaw i

stycznych, ktore mog? by? wzi?te za proporcyo­
nalne tym?e wf?n worn i stycznym. Dalszy sposób
pofl?powania zupe?nie iest podobny do podanego

wy?ey.
XXII. Zamiast wa?no?ci wf?aw

, dostaw,

str,cznycJl i dotyczn ych w tablicach zw yczavnvch
pó?o?one s? ich logarytmy, dla ul'atwienia rachun­

ku W rozwi?zaniu dwóch naf??pui?cych zagadnie?
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'do wyrachowania cz??ci tróvkata istotnie potrze­

-bnych :

l. Maictc dany ?al:, znale?? logarytm. lPgO

wstawy, albo dostawy, albo styczlley albo do­

tyczney.
2. Ma?qc dany logarytm wstawy, albo do­

stawy, albo sty ezney, albo doty czuey' luku; zna-:

le?? ten luk.
'

Ro?wiazanie tych zagadnie? zalety od spo­

sobu rozfo? enia i uporz?dkowania tablic, ktoryr-- ...

iest rozmaity, lecz zawsze na .wfi?pie dzie?a ta­

hlic Wj Io?on y.

.

XXIII. Tablice te nie oheymui? Iuków wi?­
kszych nad 4t? cz??? okr?gu, j nie mai?! po wi?­

hz?y cz??ci wa?no?ci siecz.nych i dosiecznvch :

ohaczymy iednak ni?l"y, ?e one s? doflatecznc do

wynalezienia wa?no?ci wstawy, dofiawy, styczn?y

•

i dotvcz.n?v wszyfikich ?uków cho?by tr-? na) wi?k-

szych. Co si? za? tycze siecznych idosiecznych,
te nie 'wchodz? do rozwi?zywania tróvk?tów ,

iak

si? o b?m prz ykon amv w zagadnieniach r-ozwiaz y
-

wanie to za cel maiacvch
,

które wkrótce podamy,
wy?o?ywszy pierwey twierdzenia i stotnie po­

trzebne do wyrachowania czc?ci n-óvk?tów ,
co

iest w?a?ciwym" przedmiotem Trygonom"ctryi.
XXIV. TY La.idy n: thly!.:qcie prostok qt ny m.

i-ak si? ma promie» do wstawy iednegu z !.:qtuw
ostrych, iak przeciwprostobqtna do bolu prze­

cisonego temu kqtowi.

Niech bc.lz ie A Be fig. ] 4, I. Jróyk?lt prosto-.

)'?tllY przy A, z punktu B iako ze ?rodka promieniem
B1\1 równym promieniowi po.llug którego U?O?O­

rie s? tablice nakre?liwszy ?uk MF, którv h?dz ie

miar? k?ta fi, i z punktu 1\1 do AB spu?ciwszy
prosto pad ?'a MP, która b?dzie wstaw? k?ta Ej,
w tróyk?tach BMP, BCA podobnych, icst
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BM: MI> = Cl? : AC; czyli, po?o?ywszy wa-'

?n« .; tngonomptnezne R: wst B=CB: AC.

XXV. /17 kUld) m trc'J'kq.cie prostobqtnyrn
tak sie ma promie? dIJ ?tyczl1ey iednego z k?tów

ostrych, ?ak bok przyleg?y temu kotowi do bo­

kle przeciwnego.
? \1Vy]u'e?liwszy, iak wv?ev ,

?uk MF, j z pun-

ktu F do AB poprowadz iwsz
? prostopad?? FD,

która b?dzie styczn? k?ta 13: wtróvkatach BFD,

?_"CAB podobnych iest BF: FD=A"B: AC, czyli
R: sty B =AB: AC.

XXVI. 1fT tróyk?r'ie prostobreslnvm. ?akim­

kolwiek wstawy maia k?tów si? iab boki tym k?tom,

przeciwne.
Niech b?dzie tróvkat ABC fig. 75, z wi0rz­

chodk a C spu?ciwszy CD prostopad?? do A.B,

prostopad:ta ta padnie albo wewn?trz tróyk?ta iak

iest na figurze l, albo zewn?trz, iak iest na figu­
rze 2. W l WS7. ym przypadku; w tr-óvk?tach pro­

stok?tnych A CD, BCD iest

R:wst A=AC: CP;R: wst B=BC: CD (XXIV), wi?c
RxCD= w st A XAC;RxCD=wstBxBC;

a tpm samem wst AxAC =\'\-5t BxBC. '''li?c
wst A: wst B=13C: AC.

W przypadku 2gim w dwóch tróyk?tach
prostokatnvch CDA, CDU, iest

R:wst DAC=AC: CD; R: wstB=CB: CD; wi?c
R xCD =v,stDAC xAC; RxCD=wst BX

BC; a 7,rtthn

wst DACxAC=wstB xBC; a t?ru sarn?rn

wst D.AC: w st B=.EC? AC. Ze z"? katDAC iest

5peJnienipm kata CAB czyli l,clta A (XXV), a tpm

sarnem wst DAC = wst A; b?dzie wiec wst A:

wst B=BC: AC.

Te same w?asno?? mo?na tak?e nast?pni?-

cym sposobem wyprowadzi?:
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Danytróyk?t ACB fig. 142, opisawszy ko­

?em, i ze ?rodka S promieniem Sa równvrn pro­

mieniowi tablic wvkrr?liwszv kolo, p"prowa­
dz i? promienie AS, BS, CS przecinai?ce okr ?g

drugiego kofa w punktach a, h, c, i poprowad.vi?
ci?ci wy ab

, be, ae; tróy k?t abc b?dzie podohn y

tróyk?towi ABC, gdy? poniewa? aS i b3 s? ró­

wne iako promienie iedncgo ko?a, tudzie? AS i

,BS s? tak?e równe ; wi?c w tró),k?cie ASB icst

AS: aS = ES: bS; a tern sarnem bok ab iest ró­

wnoodleg?y od AB. Tym?e sposobom okaza?

mo?na, ?e bok be iest równoodlegiy od BC, bok

ac równoodlegiv od AC. A zatem tróyk?ty ABC

i abc s? podobne: b?dzie wi?c
AB: ub=BC: bc=AC: ac; czyli
AS: Be: AC=ab: be: ae; wi?c
AB: BC: AC = i ah : i bc : i('c. Ze za? k?ty

tróyk?ta abc, którvch wierzchotki s? na okr?gu,
mai? za miar? polowy ?uków, krórych ci?ciwami

s? boki tym k?tom przeciwne; a wstawa :?uku

równa iest po? owie ci?ciwy ?uku dwa razy wi?k­

:szego (XVII); wi?c iab=wst c= wst Ci i be

= wst a? wst A; ?ac = wst b=wstB; a tern

samem

AB: BC: AC==w?t c: wst A: wst B.

XXVII. TY ka?dym troybqcie prostokre­

tlnym dostawa iednego z k?tów tak si? ma do

promienia, iab summa kwadratów z buków przy­

leg?ych temu k?towi zmuiey szona kwadratem bo­

ku trzeciego , do podwoynego iloczynu dwoch

pierwszych bokowo

W trók?ci« ACB fig, 73, z wi(.rz('ho?ka k?­
ta któregokolwiek np, C spu?ciwszy CD prof?opa­

d?? do AB, i dla skrócenia bok CB przeci wn y

k?towi A oznaczywszy przp.z a, hok AC przeci­

wny k?towi B przez b, bok AB przeciwny kd.:to-

2S
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wi C przez c, a odcinek AD przez x; b?dzie aZ

= bz +cz -2CX (172) Dodawszv po obu stro­

nach 2 c,'\;
, .a odi?wszv ceZ, i podzieliwszy przez

bZ+cz_az
2C, b?dzie x

2C

W tróyJ,?cie profl:ok?tnym ACD iest R: wst

DCA = b: x (XXIV). A ?e k?t DCA iest do­

pe?nieniem k?ta A, gd)? obadwa czyni? k?t pro­

sty, a tern sarnem wst DCA = dos A (VI); b?-­
dzie wi?c R: dos A=b: x,

dosAXb'
Azatemx= . Porównawszy z sob?

R

dos AXb
dwie znalezione wa?nosci dla x, b?dzie--i(-

b= +cz_az
= ;

-

porlzieliwszy obie strony przez
2C

dos A bZ+cz _aZ

b n'ypadnic---_
-- .

a t?m sa-
,

n

R 2ÓC'

m?m dos A: R=bz +c...z_az: zbc. Gdyhy tróy­
kat ACB by? roztwarto katnv ,

jaki iest pod liczba

2, W którym prostopad?a CD pada zewn?trz' tróy­
k?ta, na ten czas by?oby a'l. = bZ + C

'l.

+ 2 C X

bZ+cz-az
( l 7:3 ).i a tpm sam ?m - x . (A).

2C

VV tróvkacie COA iest wst ACD = dos

R.x
CAD =

b' (XXIV), ?e,
za? k?t CAB czyli

},?t A iest spe?nieniem k?ta ACD, i ma t? sarn? do­

staw? t::o i k?t CAD lecz odiernn? (XVI), b?-

R. x

?
,

dzie wi?c - dm; A
=-b- ; at m samem

- x
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dosAX b
=

R
. VVa?no??t? po?o?ywszyzamiast- x

w równaniu (A), b?dze dos A':!<b =b2+c2_a2
R

iak
2C

iest wprzvpadku pierwszym.
XXVIII. W równaniu a2 = b2 +c2 - 2CX­

(XXVlI), dodawszy po obu stronach 2CX, a od­

j?wszy a2 i c2, b?dzie 2cx-c2=u2?a2. Stro­

ny tego równania roz?o?ywszy na czynniki, wy­

padnie
c (2x-c)=(b+a) (b-a); a zatem c: b+

a=b-Cl: "2X-C.

Ze za? AB= c, AD=x; wi?c BD= c-x,

a t??m samem AD-BD= X-C+X=2X-C.
Ostatnia wi?c proporcya zamieni si? w nast?pu­
iaca :

'AB: AC+BC=AC-BC: AD-BD. To iest:

?P trbykqcie, w ktorym prostopad?a z wierz­

cho?ka do podstawy spusczona pada wewn?trz

tróyk?ta, podstawa tak si? ma do summy dwoch

innych bok?w , iak ró?nica tych?e bob?w
,

do ro­

lnicy odcinkbw podstawy.
Je?eli kelt A iest roztwarty fig. 73 Nro 2,

na ten czas a2=b2+c2+2CX(175). Wi?c a2

-b2=C2+2CX; czyli (a+b) (a-b)=c(2X
+c); a zatem c: a+ b=a-b: 2X + c. to iest,

kiedy profiopad?a z wierzeho?h spusczona do pod­
sta wy pada zewn?trz tróvkata

,
tab sil! ma pod­

stawa do ?ltmmy dwóch innych bok?w
, iat: ro­

inica tychie bokow
, do summy odcinków podsta-:

.wy BD+AD.
T? sarn? w?asno?? mo?na wyprowadzi? spo­

sobem naf??pui?cym. Z punktu C iako ze ?rodka

promieniem CB wykre?liwszy ko?o fig. 14::1, i ibokAC

przed?u?ywszy do przeci?cia si? z okr?giem w pun-
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cie E, b?dzie pod?ug tego co?my powiedzjpli wy':'
-ley (2]7), AR: AE:=AF: AM;czvliAB:AC+
CE=AC-CF: AD-DM. Ze za?CE=CF=ilC,
aDM=BD; b?dzie wi?c AB: AC+BC=AC­
Be: AD-BD.

Kiedy k?t A iest roztwarty, fig. 73 Nro 2,

Dowodzenie i wykre?lenie podobne do poprze­

dzai?cego.
XXIX. lVkatdym tr6yk?cie pro8tokre?lnym

tak si? ma summa dwóch bok6w do ich rolnicy,
?ak sty czua po?owy summy kcttbw tym bokom

przeciwnych do ?tyczney polowy ró?nicy tychie
k?tów.

.

, wsta dosb+ w5tb dos (t

Wrownaniachwst(a+b)= --

R

( b' wstado<;b-wstbdosa(XII)wst a- )= ?,stro-
R

ny odpowiadalace raz do siebie dodawszy, drugi
raz odi?wszv , b?dzie

.

•

swst u. dos b
wst (a+ó) + wst

(a-b)=-R--;
2wst b. (Jos a.

wst (a+b) + wst (a-h)
R

Niech b?dzie a + b = A, a-b=B; a zatem

(a+b)+ (a-b) =2a=A + B; wi?c a =

A+B
___ I

A+IB
2

-"2.t'l.. z J,

(a+b)-(a-b) =2b =,A-B; wi?c b=

A-B

--=iA-iB.
2

Poto
?

ywszv te wa?no?ci w dwóch powy?-

szych równaniach
, b?dzie

,

2

Wit A+wstB =R
wst (iA.+jB)dos (jA-jB);
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2

wstA- wstB=R wst ({A-jB) dos (?A+iB).

Strony odpowiadaiqce tych równa? podzie-
Iiwsz y pn:ez siebie , W) padnie .

,,'stA+wsl B wst(jA+-?B)r?osnA-?B)
wst A- W&lB dos (?A+{B) wst C?A-iBy

Ze za? wstawa ?uku podziel-ma przez dosta­

w? równa si? stvczney tego? ?uku (XI), b<;!ozie
wi?c

wstA+wst B_
(:r A r

B)
dos (jA-iB)

----- --sty -z +-z x--

wstA-wstB wstaA-{B)'

Rozmn0?ywszy obie strony przez ws+ (f A­

iB), a podzieliwszy przez dos ({A-kB), wy­

padnie.

wst A+ wst B wsto.A-!B) .

wst A -wstSXdosGA_kB)=styGA+?B); c7,yh

wst r\ _L ,,'et R

.
. A _ B..><sty({A-?B)=sty (iA+?B); wi?c

wst 1\.-W8t

wstA+wst_B_sty (jA+ ?B)
A tern sam?m

wst A - wst B-sty (i A -i B)'
A+B A-B

wstA+wstB:wstA-wstB=sty : sty
---

2 2

Ze za? w tróvk?cie wstawy kat?w, mai? si?
iak boki tym katom p rz eciwne (XXVI); ozna­

czyws'l.,Y zat?m boki przpciwne k?tom A i B g?o­
skami a i 11, b?dzie a: b= wst A: wst B: a t?m

samem a +b:a-b=wst A+wstB: wst A-wst

B. Proporcy? t? porównawszy z proporcy? po­

wy?sz? wvparlnie
A--l--B A-B

a + b: a - b = sty
,

st)---
2 2

Mo?naby to samo okaza? sposobem nafi?pu­

i?cyrn. Niech .b?dzip., fig. 1??4, ?uk AM= A,
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?uk AN = B: b?dzie MP=wst A, NQ = wst B.

Poprowadziwsz y NC równoodlegl'? od ?rednicy
AR, i przcdJu?ywszy MP do m i b?dzie

MR=MP-PR=MP-NQ=wstA-wslBi
mR=mP+PR=MP+NQ=wst A+wstB.

Z punktu C iako ze ?rodka promieniem CD

równym promieniowi ko?a ACBm nakre?liwszy
?ul? EDG, i przez punkt D poprowadziwszy sty­

czn? FH, a? do przeci?cia si? z liniiami CM, Cm

w punktach F i H i Iiniia DF b?dzie ftyczn? ?u­

ku DE (VIIJ)J Iiniia DR b?dzie styczna ?uku

DG, z których pierwszy iest miar? k?ta MCN,
drugi miar? k?ta mCN i a ?e k?ty te mail} wierz­

cho?ki na ol;:r?gu, wi?c k?ta .MCN iest taHc

miar? potowa ?uku MM=AM -AN = A - Bi

k?ta za? mCN iest miar? po?owa ?uku mN= AM
" A-B

+AN=A+B. Badzie zatem DF=sty--- .

.2
•

A+B."
DH=sty---

2

Ze U1? Iinie Mm, FH s? od siebie równo­

odlegle , wi?c w tróyk?tach MeR :i FCD, tudzie?

w tróvkatach mCR i DCH podobnych iest

RC': DC=MR: DF, RC: DC=mR: DH:

a zatem mR: MR= DH: DF; czyli
1\+B

wst A + wst B : wst A - wst B =

sty-- .

.2
•

A-n

ty ; reszta iak" wyHy.
2

"XX. Po wyl'o?eni u tych twierdze? , mo?na

b?.Izio z ?atwo?ci<? wyrachowa? cz??ci tróyk?tów
proflokr??lnych we wszvftkioh przypadkch iakie
T'

'

t}L'O '.yydarzyc si? mog?.
A naprzód co Ela tróyk?tów proftok?tnych,

niccli b?dzie A k?t profl y ,
B i C dwa inne k?ty
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tróyk?ta proftok?tnego ABC; niech a oznacza

przeciw proftok?tn?, b bo), przeciwny k?towi B,
c bok przeciwny k?towi C. Poniewa? w troy­
kacie prof?ok?tnym summa ci wóch k?tów Oftf)cJl
B i C równa si? ied nemu pl'ofiemu, wi?c l{?ty te

s? dope?nieniem ieden drugiego; a zatem wst C=

dos B, wst B=dos C; podobnie? fty C=dot B,
s1.y B= dot C.

Dla rozwi?zania tróvk?ta , czyli dla wyra?e­
nia cz??ci jego w liczbach, ialw?my iu? uwa?ali,

potrzeba mie? trzy cz??ci dane, mi?dzy ktoremi

powinien by? prz.vnaymniev ieden bok. V\1 tróv­

k?cie proftok?tnym ABC k?t A iest zawsze wia­

domy iak profty : dla rozwi?zania wi?c tróyk?ta
proftok?tnf'go dosy? ieft oprócz kata proftego ,

mie? dwie cz??ci dane, miedzy ktoremi powinien
by? przynaymniey ie den hak.

Dwie te dane cz??ci mog? h)'? lód przeciw­

proftok?tna i ieden z boków przyleg?ych k?towi
prof?ernu ; sr e dwa boki przyleg?e k?towi profle­
mu ; Scie przeciwprof?ok?+na i ieden z katów 0-

ftrych; 4te iedcn z boków przyleg?ych k?towi pro­
ftemu i ieden z: kótów ,oftrych. WszJftlde wi?c
przypadki rozwi?zywania tróyk?tów profiok?­
tnych sprewadzi? mo?na do czterech nafi?pui?ch
zagadnie?.

XXXI. Zagad. 1. Mai?c dan?; pl'zeciwpro­
stok?tnq a i bok b, znale?? dwa k?ty ostre B i C,
i bok trzeci c.

Rozw, c: b=R: wst B (XXIV); wi?c wst.B

H. b

----; czyli odbywaj?c dz.ia lanie za pomo-
et

c? logaraytmów log, wst B =log R + log b - log
et. Znalaz.Isz v k?t B, ?atwo b?dzie znale?? k?t
C, który ief? kata B dope?nieniem. Mo?na tak?e

k?t C znale?? przez naflepuiec? proporcy?: a: 0=

R: dos c.
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Co si? ty?ze holm e, ten znale?? mo?na dwo­

ma sposobami: lód znalaz?szy k?t C, b?dzie R:

Si ': (' b

sty C=b: c (XXV), a zatem c

l ?

cz yli log c = log sty C + log b - Jog R. zre ,
c2 =

a2 _b2 (169); a za?pm e= V ?'? _b'1.; cz)li

c=V-(;t-+ó) (a-b); c.'.ylilogc=?1og' (a+b)
+ j Ing (a - b ).

XXX1L Zagac1. .2. Mai?c dane dwa boki

h i <' przyleg?e k?towi prostem,u, znale?? przeciw­
proetobotnq ? i dwa k?ty ostre B i C.

Rozso. e: b =H: sty B (XXV): wi?c sty B

J
R. b .

= dot C
=-c-. Znalaz?szy k?t C; pnecnvpro-

fiok?tn? et znavdz.iemv przez prOp0rf'y?:
wst B: R

= ó:.et. Mo?naby takie znale?? prz('C'iwpro­
stok?tn? et, pnez naf??pnisce rów nanie : et?. = bZ.

+ e2 (J 62); wi?c a =V b"'+c2 ; lecz wyra?enie
to nie iest wvg odne do rachunku przez Jogar? tmy.

XXXIII. Zagad. 3. l?[etiqc dan? przeciwpro-:

stokqtnq. a i ieden k?t ostry J]
? z/zale?? dwa bo­

ki b i c ..

Rozw. R: wst B=a: b; R: dos B=a:

.

b
wst B. a dos B. a

e; w i?c =

R
; e

R

XXXIV. Zagad. Mai?c dany bok b przyle­

g?y kqtowi prostem-i ,
i ieden z kqtow ostrych,

znale?? bok drugi i przerJif,I'prostokqtlUf:. .

Rozw. wst B: R=b: a; R: dot B= b;

wst R (lot B. b

c. Wiec et =
.

C
.

1. b
'

R

XXXV. Co si? tycze trók?tów ostrok?tnych
i roztwartok?tnych ,

w tych oznaczy"szy trzy k?-
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ty przez A', R, C, a boki tym k?tom przeciwne
przez a, b, c, a?eby za pomoc? trzech danych
cz??ci wyrachowa? inne trzy cz??ci tróy k?ta, po­
trzeba mie? dane albo ieden: bok a i dwa które­
kolwiek k?ty; alho dwa boki a i b, i k?t A prze­

ciwny bokowi danemu a; albo dwa boki a i b i

k?t C mi?dzy niemi za warty; albo nakoniec trzy
hoki a, b i c. Wszyflkie wi?c przypadki rozwi?-.

:tywania tych tróyk?tów mOZDa sprowadzi? do
ezt?rech naf??pui?cvch zagadnie?.
XXXVI. Zag. 1. Maiqc dany bok a i dwa kqty
troykqta, znale?? dwa inne boki b i c.

Rozw. wst A: wst B zzx a : h; wst A: wst C
= a: c (XXV); wi?c

wst B. a wst C. a

b ,jc=,--.
wst A wst A

XXXVII. Zag. 2. Ma?qc dane dwa boki a

i c, i k?t A przeciwny iednemu z boków danych,
znale?? bok trzeci b i dwa inne kqty B i C.

Rozw. a:c= wst A: wst Ci wi?c wst C =

wst A. c
. .

d k A' C d
.

----o Mai?c wra omy ?t l ,znay zre-,

a

my tern samem i k?t B. Dla znalezienia za? ho­

lm b
, ulo?ymy naf??pui?c? proporcy?:

.'

wst A: wst B=a: b.

Uwaga. Je?eli k?t A iest oftry, a bok a

<c i na ten czas znaleziona przez powy?sz? pro-

wst A. c.
kporcy? wst C

"

b?dzie albo wHaw? ?-
.

a .

ta bca fig. 49, albo te? wflaw? k?ta b?a', który
iest spe?nieniem k?ta bca , iako?my to uwa?ali

"wy?ey (92). W tym wi?c przypadku podwóy­
ne by? mo?e rozwi?zanie.
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XXXVIII. Zagrl. 5. JJ:Iaiqc dane dwa boki a

i l. i kqt C micdev niemi zawarty, znale?? dwa

inne k?ty A i B i bole trzeci c.

RozUJ. Poniewa? kat C iest wiadomy, teru

samem wiadoma b?dzie' SUlDIl1<l dwóch innych

k?tów A+B, i polowa tey 5ummyA+B. Je-
-,2

?eli wi?c a> b, a tpm S'ImPHl A> B; znaydziemy
polow? ró?nicy t)ch?e k?tów A i H, prz?z naft?­
pui?c? proporcy?:

A+B A-B
a+b: (t-b= 51y ; 5t) (XXIX),2 2

Znalaz?szy po?ow? ró?nicy, znaydziemv k?t wi?­
ksz y A i mnievszy B. Jako? niech s oznacza sum­

m?, r ró?nic? tych dwóch k?tów: czyli niech h?­
ozie A +B= s, A-B=r. Strony tych dwóch

równa? raz do siebie dodawszy, drugi raz od

siebie odi?wszy , wypadnie 2A = s +r; 2B= s-r;

wi?c A=-? s+{ r
, B=? s-{ r. To iest

, k?t

wi?ksiy A równa si? polowie ich summy wi?cey
potow? ró?nicy; k?t mnieyszy B równa si? po­
?owie summy mni?y po?ow? ró?nicy.

Znalaziszy dwa k?ty A i B, bok trzeci c

znaydz ieruv przez, proporcy?.: wst A: wst C=a: c.

L"'(XrX. Zag. 4. 111"aiqc dane trzy boki a, b, e, ZTLa-

?e?? trzy kqty A, E, C.
.

Rozw, dos A: R=b2 +c2 _a2: 2bc(XXVII).
b? +c2 _a2

wi?c dos A = R X
2bc T) m?e

sposohem waydzier,n y dwa jm?c l?qty. .,

Mo?naby tak?e zagadnienie to r oz wrazac

sposobem nafi?pui<:1cym: niech b?dzie tróyk?t
ACB fig. 14,3, w k tór ym w sz filie trzy hO?l s?

wiadoru e, i w którym k?t C iefl: nu)'\yj?J..szy l bok

AC> BC, czyli b >a. Zwiórz chcdka k?ta C spu-:
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?ciwszy CD proflopad?'a do AB,. czyli do G, i od­

cinek wi?kszy AD oznaczvwszy przez x, odcinek

mnieyszy LB przez y, b?dzie
G; ó+a=ó-a; x?Y (XXVIII). Znalazf-:

6zy ró?nic? odcinków x-y, wiedz?c prócz tego
ich summ? x+Y=G, znaydziemy orleinek wi?kszy
AD, i mnieyszy BO, z których pierwszy równa

si? po?owie ich summy wi?c?y po?ow? ró?nicy,
urugi równa si? po?owie ich summy mniey po?ow?

ró?nicy. W tl'óyk?t?ch zatem proftok?tnych ACP,
BCD znaydziemy k?ty A i B sposobem podanym
wy??y (XXXI).; maiac za? wiadome te dwa

k?ty, w tróyk?cie ABC znaydziemy .k?t C? któ­

ry iest ich spefnieniern.
Je?eli k?t A ief? roztwarty fig. 75, pod li­

czbq. 2, na ten czas z proporcyi c; a+h=a-ó?
2X + G (XXVIII), zna ydziemy summ? dwóch od­

cinków BD+AD; a ?e ró?nica tych?e odcinków

BD-AD =AB, mai?c zat?rn wiadom? summ? i

ró?nic? odcinków a tern samem po?ow? ich

summy i po?ow? ró?nicy, znaydziemy odcinek

wi?kszy BD i mnieyszy AD. W tróvkataeh zatem

profl:ok?tnych BDC, ADC, w którvch przeciw­
proflokatne Be, AC i boki BD, AD S{f wiauo­

me, zuavdzierny k?!t B i CAD (XXXI), a tern

samem i k?t CAB, który iest spe ?'nieniem k?ta tA D.

XL. Sposób pierwszy, pod?ug którego roz­

wi?zali?my ostatnie zagadnienie, u?ytym hyd?
mo?e nie tylko wtvm przvpadku , gdy s? dane

trzy boki tróyk?ta: lecz i wtenczas gdy s? dane

dwa boki i k?t mi?dzy niemi zawarty, alho te?

iednernu z dwóch danych boków przeciwny:
b'2 +c'2 _ a'b

W równaniu bowiem dos A =RX
b2 C

ie?eli wiadome s? dwa boki h, G i k?t A mi??zy
niemi zawarty, Iatwo b?dzie znale?? bok trzeCI a,

i dwa inne k?ty; podobnie? 'gdy s? wiadome dwa
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boki a, c i k?t A iednemu z niell przeciwny, i'a":
two b?dzie znale?? bok trzeci b i dwa inne' k?ty.
To tylko iest rzecz? niedogodn?. ?e w równaniu
tem nie mo?na u?y? Iógarytmów dla znalezienia
wa?no?ci licznika 02 +CZ _a2.. Lecz mo?na te­

mu za pobie?e? sposohem naf??puiacvm.
Poniewa? dos Za=R2-wst 2.

a (XI);wro­
dos" lt- wst? a

( XIII)wnaniu zatem dos !la =
..I.

R

po?p?ywszy Rz -wstZ a zamiast dos" a, b?dzie,
Rz -2'V.st2. a

dos !la

R;

Niech b?dzie dos 2a= dos A, wst 2a=wst.A;
a tern samem wst a =i A, wst 2.

a= wsF' i A,
2wstZa =.2wstZ iA. Po?o?ywszy te wa?no?ci w

powy?szem równaniu, b?dzie
'R2-.2W3tZi A

,
dos A

dos A=
'

at?rn samem

rl.
=

R

dos A
--

R

R2 _ .2wst'l iA _'b2+c2_aZ
R:1. zbc a. zatem.

(bz+cz a:1.)
Ri.-2ws?Z jA=Rz z:"

.

Rz druga flron? , rozmno?ywszy
Przemos?zy na

.

dr?()'a f?:.ron? sprowadziwszy
h· f?r Y przez

-1 l b .

•o ie ron
.

wnika' wypadnie
d

.

d k wego nllano ,

o re na o

(
a z_b2_ c2 + ..!?); a ?e

swst 2..!A=Rz ,

fl,
sbc

lOZ 2 + ?bc=a2- (b-c )1,= ( a - h + (I. )
aZ-') -c

(tt+h-c) l?d7.i(? wi?C
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2wst2jA=R2 «(a-b+c) (a+b-c); po..-

2bc

dzieliwszy przez 2, i wyci?gn?wszy pierwiaftek
kwadratowy, wypadnie

???--?-------

wst.!.A RV(a-h+c) (a+h-c)"
!lo

4bc

Niech b?dzie a+b+c =s; a zatem a-

1I+c=s-2b, a+ó-c=s-2Cj a1ernsampm

(a-b+c) (a+ó-c) (S-2Ó) (8-2C).
4bc 4bc

podzieliwszy z drugiey strony mianownik i

licznik przez I?, b?d zie.

(a-b+c) (a+ó-e )_G s-li) (:1 s-c);

? 4bc be

--

wypadnie wi?c wst j A=RV (ts-b j- (i s -c);

.

be

To iest; chc?c znalef? kqt trvyk?ta którego

trzy boki s? dane, trzeba od po?owy summy trzech

'bolów otliq? naprzód ieden , potem drugi bok

przyleg?y k?towi szltkal'lenw, dwie pozosta?e re­

szty przez
siebie rozrnno?v c ; iluczyn ten podzie­

li? przez iloczyn dwóch bokbw k?towi szulianenui

przyleg?ych; wyci?gnq? z tego ilorazu pierwiastek

kwadratowy: pierwiastek ten bedzie wstaw? pOL

lowy k?ta sZltkanego. Promie? czyni si? zwy­

c?aynie = l, a tern samem w mno?eniu i dz.iele­

niu opuscza si?.
XLI. Zagadnienia te z ?atwo?ci? by? mog?

przyftosowane do Jeometiyi praJ{tyczJ1lby wymiar

gruntów za przedmiot mai?cey ,
iako te? do in­

nych wszyftkich umiei?tno?ci matematyczno fizy'"

cznych. Przytoczymy
tu kilka przyk?adów po-

tocznievsz ych-
Przykl od; 1. Chc?c zluierzy? na gruncie

f, .punktl1 A fig: 145, odleg?o?? niedof??pnego
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przedmiotu X, trzeba wvmierzv? na gruncie pocl­
flaw? AB, i za pomoc? narz?dzia zwanego kqto­
miareru , wymierzy? dwa l{?ty XAB, XllA za­

warte mi?dzy podf?aw? AR i promieniami oczne­

mi AX, BX z punktów Ai B do przedmiotu X "'y­
kierowanemi : tym sposobem utworzy si? tróyk?t
ABX, w którym bok ieden AB i wszyftkie trzy

k?ty s? wiadome. Szukan? wi?c odleg?o?? AX

zriavdziemv przez proporcy?, wst AXB: wst ABX

= AB: AX (XXVI),wi?clog AX= log. AB+ log
wst ABX-Iog. w st AXB.

Daym y ?e AB=588 pr?tów; k?t BAX =1030

30 pod?ug dawnego podzia?u, k?t ABX=56g

15; b?dz.ie wi?c k?t AXB= 40°, 15.

Logarytm AB 277695775

Log. wst ABX !-?,771?hf)()

Summa

Log. wst AXB

Log. AX

12,5411925

?1,Sl0515!)

2,7308764. Loga-
rytm ten odpowiada liezbie

AX = 538, l pr?tów.
558, l; b?dzie wi?c,

Chc?c z tego? punktu A znale?? odleg?o??
drugiego przedmiotu niedofr?pnego Y, trzeba wy­

mierzy? k?ty YAB, ABY: tym sposobem utwo­

rzy si? tróykat AYB, w którym bok ieden AU j

wszyf?kie trzy k?ty s? wiadon.e. Szukan? wi?c
odleg?o?? A y znaydziemy przez proporcva, wstAYB

'wstADY=AB: AY. Daymy ?e k?t BAY =35°6',
kat ABY = l 18 ° 48'· bedzie wiec kat A YB =

260 6'.. Odbywszy dzjala?ie za pornoc? logaryt­
mów, iak wyM.y ? znaydziemy A Y = 1 17 l pr?tów.

XLII. Przyklad 2. Chc?c znale?? odleglo??
dwóch przedmiotów niedof??pnych X, Y, trzeba

wynale?? AX i AY, iak w przyk?adzie poprzedza­
j?cym; k?t XAYb?dzie wiadomy: gdy? k?t ten ieil:

ró?nic? dwóch k?tów wiadomych BAX= 103° 50',
iBAY=55° 6'; bedzie wiec katXAY;;::;;;68° 24'.

. ... ,..-
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\iV tróyk?cie zatem AXY maiao wiadome z przy­
k?adt? rgo dwa haki AY

? AX i k?t mi?dzy
rnerrn

zawa?ty ?AY, znaydziemy :flyczn? po?owy
summy dwóch muyc11 k?tów l?rzez proporcy?: AY

+AX'AY AX .AXY+XYA AXY-XYA
.

-

-sty : sty--- __

2· 2

(XXIX). Odbywszy dzia?'anie za pomoc? logaryt-
,

. AXY-XYA ?

mo w
, wypadme 280, :>5'. Z€

2

AXY+XYA
za?

2

-

55°, 48'; a k?t wi?kszy AXY

równy po?owie summy obudwu wi?cey potow?
ich ró?nicy, k?t mnieyszy XYA równy po?owie
ich summy mniey po?ow? ró?nicy; b?dzie wi?c

k?t AXY=84° 23', k?t XYA= 27° 13': VVtróy­
k?cie zatem XYA rnai?c wiadome wszystkie k?ty
i bok AX, znaydziemy XY przez proporcy?,
wst XY A: wst XA y = AX: XY (XXVI). Odby­
wszy dzia?anie za pomoc? logarytmów', wypadnie
XY = 1O{)5 pr?tów.

XLIII. Przyl.:?ad 3 .: Niech b?dzie DX fig.
146, szeroko?? rzeki któr? zmierzy? potrzsba rw ?-.

mierzywszy na gruncie podstaw? AR równoodlegle
od koryta rzeki

, która tern sarn?m b?dzie profio­

pad?a 00 szeroko?ci rzeki DX, i za pomoc? k?to­
miara

w'yznaczywszy k?t ABX zawarty mi?dzy
podf?a wa AR j promieniem ocznym BX wykiero­
wanym z punktu B do przedmiotu X h?d?cego na.

drugim brzee-u rzeki, hcdzie tróykat BAX profio-u ,. '

hqtny przy A, W' htórym k.:tt D i bok AB iest

wiadomy: bok zat?rn AX znavdz icmv przcz pro­

porcy?, R: fiy B=AB: AX (XXV). Znalazl­

szy tym sposobem AX,:i orl iawszv AD odleg?o??
podfl:awy AB ort brzegu rzeki

,
zostanie DX sze­

roko?? sznkana(*).

W braniu podstaw na gruncie trzeba zachowa?

t'l cca?no. przestroge , aby podstawy te nie by-
(*)
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Gdyby AX by?a wysoko?? wierzy, któr? po­
trzeba zmierzy?, na ten czas wymierzywszy pod­
staw? AF, i z punktu F za pomoc? k?tomiaru wy­

mierzywszy k?t DCX zawarty mi?dzy linii? pozio­
m? DC równoclleg?? od podstawy AF, i promie­
niem oczn'ym ex wykierowanym zpunktu C do

wieracho lka wierzy X; utworzy si? tróyk?t pro­

stokvtny CDX, w którym bok CD czyli AF, i k?t
DCX s? wiadome, bok zatem DX znaydzie­
m y pt'Z<'Z proporcy?, R: fiy DCX= DC: DX.

Zna]m',ts7,Y tym 'sposobem DX, i dodawszy w-yso­
ko?? narz?dzia CF .czyli AD, b?dzie AX wYso ..

ko?? szukana.

Je?eli punkt A iest niedo:fl?pny, natenczas

dla zmierzpnia wysoko?ci AX, mo?na oznaczy?
odleg?o?? CX sposobem takim, iakiego u?yli?my
W prt,yk1udzie l wszym: w tróyk?cie zatem pro­

ftok?tnym CDX mai?c wiadomy I hak CX i k?t
DCX znavdz.iemv DXprzez proporcy?,R: wst DCX

=CX: DX.

XLIV. Przyk?ad 4. Mai?c dane na mappie

trzy punk ta A, B, C fig. 147, chc?c wyznaczy?
po?o?enie 4go punktu M ?ct?c('go na tey?e co i

pirrwsze trzy punkta p?'asczvznie , i z którego k?ty
A MB, AMC s? wymierzone; trzeba na [iniii AB

W) h(.?li? orleinek kofa AMDB, w któr.:ymhy si?
zmi??ci? kat elany BMA (156); potem wykre?li?
drugi or?cinel, ko?a MAC, w którymby si? zmie?ci?

drugi kat dany AMC; dwa ?uki przetn? si? w

punktach A i M; punkt M b?dzie punktem szu­

kanym: gcl)? ze wszyfikich punktów ?uku AMDB

mo?nu widzie? AB pod k?tem równym k?\owi

ly ani zbyt ma?e, ani cbyt wielkie wzul?dem
od/eglo1ci .?:::.nJ;([Tu!r. Tu np. podstawa AB mole

wynosi( oko?o polowy od!efflo1ci AX.
\
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danemu AMB, i ze wszyf?kich punktów ?uku AMC

mo?n a widzie? AC pod k?tem równym k?towi
danemu AMC; wi?c punkt M, W którym si?
te d wa Iuki ,przecinai?, iest punktem takim;
z którego widzie? mo?na razem AB i AC pod k?­
tami równemi katom AMB, AMC.

W tróyk?cie ABC, którego trzy boki b?d?­
ce odleg?o?ciami trzech danych punktów A, B i C,
s? wiadome, znaydziemy k?t BAC pod?ug formu­

?y podane y wy?ey (XL). Poprowadziwszy ?re­

dnic? AD, i ci?ciw? DB, w tróyk?cie BDA pro­

stok?tnym przy B, iest bok AB i k?t przeciwny
BDA= AMB wiadomy; znavdziemv wi?c AD.

Podobnie? poprowadziwszy ?rednic? AE i

ci?ciw? CE,. w tróyk?cie ACE proftok?tnym
przy C, bok AC iest wiadomy Z za?o?enia .. k?t

CAE=AMC-goo: gdy? miara k?ta CAE to

iest pO:lowa ?uku CE równa si? po?owie :luku b?­

d?cey miar? k?ta AMC z mnieysz?n?y czwart? cz?­

?ci? okr?gu ; o ozem ?atwo przekona? Ijjj? mo?na.'

W tróvk?cie zatem ACE mai?c wiadomy bok AC

i k?t ptzyleg?yCAE, znaydziemy AE (XXXIV).
Poprowadziwszy linii e proste MD i ME, po­

niewa? k?ty AND i AME s? proste iako zawarte

w pó?kolu; wi?c dwie liniie .ME i MD czyni? ie­

dn? linii? prost? DE. Liniia zatem AM któl'ey
d?ugo?? i po?o?enie oznacz y? potrzeba, iest wyso­

ko?ci? tróyk?ta DAE, wktórvm boki AD i AE s?

wiadome, i k?t mi?dzy niemi zawarty DAE ró­

wna si? summie dwóch k?tów wiadomych BAC

i CAE mni?y k?tem DAB, który iest tak?e wia­

domy iako dope?nienie k?ta wiadomego BDA

w tróyk?cie proftok?tnym ABD; znaydziemy"\vi?c
k?t ADE (XXXVIII).

Nakoniec W tróvk?cie profiok?tnvm ADM
znavdz iemv AM. Odleg?o?? ta AM i k?t BA M

=DAB+DAM oznaczai? po?o?enie punktu M.

50
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XLV. W wielu przypadkach mo?na tak?e

w Jeometryi u?y? wygodnie formu? trygonome­

trycznych, iak ?l? oka?e z nafi?puiaevch zJgadnierl.
Zagad. 1. llfaiqc wiadome dwa boki tr6ykq­

ta i k?t mifldzy niemi zaioarty , znalei? iego po­
wierzchnia.

Ro:u;. Powierzchnia tróyk?ta ABC fig. 145,
równa if'st po?owie iloczynu iego pof?a wy AB przez

wysoko?? CD (150) Oznaczywszy zatem powicrz­
AB xCD

chni? fróyk?ta przez P, b?dz ie P ------

2

V\T tr'óvkacie prostok?tnym ACD iest ,
R: wsl, A

= AC':CD (XXIV): wi?c CD = AC X wst A.

Wa?no?? t? po?o?ywszy w równaniu powv?sz?rn,
ABxAC

.

b?dzie P =

2

. X wst. A; to iest
, powierz-

chnia tr6ylcqta równa si? po?owie iloczynu dwoch.

iego boków rozmnoionego przez wstaw? k?ta

miedzy' temi bolcami zawartego.

XLVJ, Zag. 2. ]lfaiqc wiadome trzy boki

.trbylcqta" wyrachowa? promie? kota na nim opz­

?anego.

RozUJ. W tróyk?cie ABC fig. 148, ozaczyw­

j;zy boki przeciwne kotom A, B, C, przez a, b, c,

powi?rz chnia tróyk?ta przez P, a BS szukany

promie? ko?a opisanego przez x; b?dzie podfug

Inicni d P
bc

A?aga( mcnra poprze zai?cego, =-;-X
wst .

Poprowadziws.zy ?rednic? BD i ci?ciw? CD,
w tróvk acie prnstk ?tnvm BCD iest, R: wst CnB=

BD: BC. A?e kat CDB=A, BD=2BS=2X,

BC=a, R=]; wi?c l: wst A=2X: a; a zat?m

a Wa?no?? t? po?o?ywszy w równa-
wstA=-'-

2:C

abc;
p - ---

niu powy?sz?m , b?dz ic
I?X wi c:? :\'
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abc
:=

4P
; To iest, promie? kota na lru)'1..:Cf:cie opisa­

nego, roiona si? iloczynowi trzech bO/.;{JUJ tr6ykCf:­
ta podzielonemu przez f/Jzif!tq L? razy lego po­

wierzchni?·
Co si? tyc1,e SF promienia ko?a wpisanego

w tr óvkat ABC fig. 121, ?atwo iest okaza?, ?e

promie? ten równa si? powierzchni tróykata po­

dzielon?y peze,., pOlOW? summy trzech iego boków.

XL VII. Zng. 3. Wynale?? stosunek przybli­
dany okregu do ?rednicy.

Rozw. Poniewa? ?uk co (10 dtugo?ó zawsze

iest wi?kszy od swoi?y wstawy, a mnieyszy
od stvczn ?v ; ró?nica za? mi?dzy wflaw? i styczn?
tern iest mnieysza, im iest mnievszv ?uk (XIX);
znalaz.?szv wi?c sposobem podanym wy?e y (XX),
wa?no?? wf?awy i ftyczney ?uku równego np. ie­

dney sekundzie, i obie te wa?no?ci pod woiwszy ,

.znay,dziemy dwie liczhy bardzo ma?o mi?dzy so­

b? ró?ni?ce si?, z których pierwsza b?d?ca wa?-
.

no?ci? ci?ciwy ?uku równego dwom sekundom

(XVII), iest cokolwiek od tego ?uku rnnieysza ,

druga za? cokolwiek od tego? Iugu wi?ksza: licz­

ba zatem ?rodek mi?dzy niemi trzymaiaca , b?dzie

wa?no?ci? ?uku równego dwom sekundom. Wzi?­

wszy potem obie te podwoione wa?riosci tvle razy,
ile razy luk równy dwom sekundom mie?ci si?
w pól okr?gu, otrzymamy dwie lic7,hy bardzo

mato mi?dzy sob? ró?ni?ce si?; icdn? mnieysz?
od wa?no?ci pó?oh?gu, drug? wi?ksz?. Liczba

zatem &rodek mi?dzy te mi dwiema liczhami trzy­
mai?ca ,

mo?e by? wzi?t? za wa?no?? pólokr?gu •

któr-? podwoiwszy i porównawszy z wa?no?ci? ?re­

«lnicy, otrzymamy przybli?ony flosunek okr?gu
do ?redni cy.

tróy­
s ty"":

XL VII T. Do wyrachowania cz??ci
k?tów prof?okr ??lnych , potrzebne s? tylko
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czne i dotyczne ?uków mnieyszych od czwar­

tt?y cz??ci okr?gu, a wftawy i def?awy ?uków

mnieyszych od po?owy okr?gu; o cz?m ?atwo

przekona? si? mo?na przeyrzawszy z uwag? podane
wyHyzagadnienia. Lecz w ró?nych przvfiosowaniach

Trygonometryi potrzebne s? cz?:f?:okro? luki nie

tylko wi?ksze od po?owy okr?gu, ale te? wi?ksze
od ca?ego okr?gu, a nawet ?uki równe kilku okr?­
gom kola. Wypada wi?c pozna? wa? nosc wstaw,
dofla w i t. d. ?uków tak wielkich iak tylko by?
mog?.

VVyi?awmy sobie, ?e promie? SM, fig IL.l:f).
mo?e si? oko?o punktu S obraca? tak, ?e punkt
M obiega ca?y okr?g w kierunku ACBDA. Rze­

cz? iest przez si? widoczn?, ?e im bardzie y punkt M

oddali si? odpurrktu A, tern b?dzie wi?kszy ?uk AM.

Grly punkt M znayduie si? na punkcie A, to ies+, gdy
?uk AM = o, iego w:f?:awa iest tak?e o, i styczna
o. Jako? wf?awa MP iest odleg?o?ci? punktu M

od promieniu AS: kiedy wi?c punkt M znayduie
si? na punkcie A, odleg?o?? ta musi hy? o; to?

mówi? o f?yczn?y AT która tak?e musi by? o,

gdy punkt M znayduie si? na pukci? A; w ten czas

bowiem sieczna ST przechodz?ca przez punkt M,
musia?aby przechodzi? przez punkt A.

Ze za?' do:f?:awa ?uku równa si? pi?rwiaf?ko.,
wi ró?nicy mi?dzy kwadratem promienia i kwa­

dratem w:f?:awy (XI); kiedy wi?c ?uku o wstawa

iest o, do:f?:awa tego? ?uku musi by? równa pro­

mieniowi. I w rzeczy sam?y do:f?:tawa ?uku iest

wftawa dope?nienia tego? ?uku; dope?nieniem za?

?uku o iest ?uk równy 4tey cz??ci okr?gu, któ­

rego wR:aw? iest promie?. A ?e sieczn? luku

równa si? kwadratowi promienia podzielonemu
przez dostaw? tego? ?uku (XI):. kiedy wi?c ?uku

o doi?a w ? iest promie? , sieczn? luku o b?dzie
kwadrat promienia podzielony przez promie?,
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czyli sieczna ?ulm o iest promie?. Co si? tycze do_O

siecz nev i dotyczney ?uku o, z tych pierwsza
równa iest sieczn?v , druga styczney dope?nienia
?uku o, czyli 4tey cz??ci okr?gu. Dla poznania wi?c
wa?no?ci dosiecsn?y i dotvczney ?uku o, trzeba

pi?rw?y pozna? sieczn? i fl:ycz.n? 4tey cz??ci okr?gu.

Oznaczywszy zatem promie? przez R, b?dzie
wst 0=0, sty 0=0, dos o=R, siec o=R.

XLIX. Im bardziey punkt M przybli?a si?
do C, ozyli im bardz.i?v ro?nie ?uk AM, t?m bar­

dz,iey powi?ksza si? iego wflawa , styczna i siecz­

na, a t?m barrlziey zmni?ysza si? iego dofl:awa,

dotyczna idosieczna ; co iest przez si? widoczna.

Gdy punkt ]V[ znayduie si? W po?owie drogi od A

do C, czyli gdy ?uk AM równa si? 8mey cz??ci
okr?gu, i iego dope?nienie czyli ?uk Me równa

si? tak?e 8mey cz??ci okr?gu; na ten czas wsta­

wa równa iest dof?awie
, styczna równa <10-

tyczney sieczna równa dosieczn?y. Nadto w

tróyk?cie AST prof?ok?tnvm przy A, k1!t AST

=ATS: gdy? miar? pi?rwsz ego iest ?uk AM ró­

wny 8m?y cz??ci okr?gu, czyli 450; a zatem i

dope?nienie iego, to iest, k?t ATS==45 o. Wi?c bok

AT = AS; to iest, styczn? Sm?y cz??ci okr?gu
równa si? promieniowi. I w rzeczy same y po­

niewa? styczna ?uku równa si? iloczynowi pro­
mienia i w:llawy podzielonemu przez dofiaw? te­

go? ?uku (XI); kiedy wi?c wf?awa i dof?:awa

Smey cz??ci okr?gu s? sobie równe, styczna 8mey
cz??ci okr?gu równa b?dzie promieniowi. To?

mówi? o dotyczney tego ?uku. Ze za1 okr?g ko­

?a mai?cego R zapromie? równa si? 2 <]t' R (263)
atern samem kiedy R= l, okr?g ko?a = 2?; bio­

r?c wi?c ko?o którego promie? = l, b?dzie sty i?
= l, doti?= l. Wa?no?? wstawy i dostawy
tego ?uku wyprowadzili?my wy?t§,y (XX). A co

'si? tycze ·wa?no?ci sieczn?y i dosiecsn?v te go? ?u-
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ku, te ?atwo iest wyprowadzi? z równa? poda-;

nych wy?f,;y (XI).
L. Gdy punkt 1\1 przyydzie do e, czyli gdy

?uk AM równa si? 4h?y cz??ci okr?gu, na ten czas

wstawa ?uku tego b?dzie promie?, a doilawa=

o, iako?my iu? powiedzieli wy?ey (XVIII).
Watno?? ta wstawy i doilawy 4tey ez?sei

okrgu, mo?e hy? tak?e naf??pui?ovm sposobem
wyprowadzona. Poniewa? doilawa ?uku iest

wilaw? iego dope?nienia, a dope?nieniem ?uku o ief?

?uk równy 4tey cz??ci okr?gu; wi?c dof?awa ?u­

ku o to iest promie? , b?dzie wstaw? cz.wart?v

cz??ci okr?gu; a wsta luku o, to iest o b?dzie do­

ilaw? 4tey cz??ci okr?gu.
Poniewa? ilyczna A T iest równoodleg?a od

promienia es przechodz?cego przez drugi koniec

?uku AC równego 4tey cz?.s'ci okr?gu; wi?c dwie

te Iiniie zey?? si? z sob? nie mog?, cho?by nay­

dal?y by?y ptzed?u?one.
Styczna zatem 4tey cz??ci okr?gu iest ilo­

?ci? niesko?cz qn? : ilo?? niesko?czona wyra?a
si? zwycsavnie znakiem takim cY;)

• B?dzie wi?c

sty ? 1;=cY;) •

. Dope?nieniem 4tey cz??ci okr?gu iest ?uk

o. Styczna zatem ?uku o, to iest o b?dsi? doty­
czn? 4t?y cz??ci Okr?g'-l; a ftyczna 4tt? y cz??ci o­

kr?gu czyli cY;), b?dzie dotyczn? ?uku o; czyli,
dot i 'It=O; dot 0= co (*).

Co si? tycze sieczn?v i dosi?czn?y ?uku ró­

wnego 4tey cz??ci okr?gu, z tych pierwsza. iest

) P
., R. wsta

XI) a tost i 1; =(* , onzewaz sty a=
-d'-- ( ,

os a

, Rz .

? '7\'- o,' bet?zie wiec siv ? 1; =-'E, dos

u?omek

2
- • • J --

o

le? oznacza takie ilo?? nieso!.;ltc:&OTt'!J'
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-ilo?ci? niesko?czon?, druga za? równa si? pro­
mieniowi który ie st si?czn? ?uku o b?d?cego do­

pe?nieniem 4t?y cz??ci okr?gu; co i st?d iest

rzecz? widoczn?, ?e poniewa? dosieczna ?uku ró­

wna si? kwadratowi promienia podzielonemu przez

wstaw? (XI); kiedy wi?c wf?awa 4Ley cz??ci
okr?gu jest promie?, dosieczna 4t1?y .cz??ci okr?­
gu b?dzie kwadrat promienia podzielony prze",

promie?, czyli dosiec i -rr= l.

LI. Gdy punkt M oddala si? od C ku B,

wstawy zmnieyszai? si?, a dofiawy rosn?. I tak

wfiawa ?uku AN wi?kszego od fttey cz??ci okr?gu
jest NQ, a dostawa NG czyli SQ, która iest od­

iemna iak si? wy??y okaza?o XVI.

Z
'

AN
R. wst AN

) ke zas sty =- (XI ; iedy
dos AN

wi?c doi?awa lulm AN iest odiernna
, styczna te­

go? Iuku powinna by? orliemna: iloraz bowiem

ilo?ci dodayn?y podz ielon?v przez ilo?? odiemn?
iest odiornny. I w rzeczy sam?v fl:yczna ?uku AN

iest cz??? prof?opad?'ey A T zawarta mi?dzy pro­

mieniem AS i sieczn? NS przez drugi koniec tego
?uku poprowadzon? (VIII); lecz sieczna ta do­

statecznie prz.ed lu?ona, zeyozie si? zlinii? AT w

pun?{Cie t poni?ev sr ednicv AR Styczna zatem In ?

ku AN iest Iinia At równa styczne y A T, lecz

.maiaca kierunek odwrotny, a tem samem odjem­

na. Nadto poniewa? At iest styczn?! ?uku Am,

!{tóry iest spe?nieniem ?uku AN, gdy? Nm iest

?rednica; wi?c styczna ?uku wi?kszego od 4tey
czesci okr?gu, rosona si(j ptyczney iego spe?­
nienia wzifiey ze znakiem-, To? mówi? o do­

tyczn?y tego? ?uku, któr? iest liniia CF równa

CE dotyczney ?uku AM, lecz maiaca Iderunek

od wrotn y, a t?m samem odiernna. A ?e sie.czna
:lu ku równa si? kwadratowi promienia podzlelo-
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nemu przez doflaw? ,
a dosieczna równa si? kwa­

dratowi promienia podzielonemu przez wfiaw?;
kiedy wi?c deflawa ?uku wi?kszego od 4t6y cz?­

?ci okr?gu iest odiemna, b?dzie sieczna tego ?u­

ku odi?mn?, adosieczna dodayna. Jako? siecz­

na ?uku AN iest St, dosieczna za? iest SF.

LII. Gdy punk M znayduie si? na punkcie
B, czyli gdy ?uk AM równa si? po?owie okr?gu,
h?dzie wstawa = o,dostawa=- l,styczna=o; do­

tyczna
= - 00 : sieczna = -I dosieczna = 00; co

iest ?atwo wyprowadzi? z wiadomo?ci poprzedza­

j?cy?h.
LIII. Gdy punkt M znayduie si? na pun­

kcie n, czyli gdy ?uk AM iest wi?kszy od po?o­
wy okr?gu ,

iak iest ?uk ACBn, wstawa iego nQ

znaydui?ca si? poni?ev ?rednicy AB, ma kieru­

nek odwrodtny wf?awom NQ, MP znavdui?cvm

si? powy?ey ?rednicy AB; wstawa zatem ?uku

wi?kszego od po?owy okr?gu iest od iemna. Wita­

wa ta nQ powi?ksza si?, a deflawa SQ zrnuieysza
si? coraz bardziey, w miar? przybli?ania si? pun­

ktu M do punktu D, tak dalece, ?e w punkcie D.

gdzie ?uk ABD =! okr?gu, wstaw? iest promie?
DS wzi?ty odiemnie , doftawa za? równa si? o.

Nakonie? gdy punkt M przybli?a si? do punktu A,
cz yIi gd Y ?uki s? wi?ksze od ! oh?gu, iak iest np. ?uk

ABm, na ten czas wf?awa mP zaczyna si? zmniey­
sza?, lecz iest zawsze odiemna; dostawa za? SP

zaczyna si? powi?ksza?, i iest znowu doda yna, a?

do punktu A, gdzie wflawa równa si? o, a dof?awa

promieniowi. Wfiaw?zatem Iuku równego okr?gowi
iest o', deflaw? za? promie?.

Co si? tycze wa?no?ci styczn?y , dotyczn?y ,

sieczn?y i dosieczn?v tak ?uku wi?kszego od­

po?owy okr?gu i od -1- okr?gu, iako te? ?uku ró­

wnego t okr?gu i ca?emu okr?go" i, te Iatwo iest
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wyprowadzi? za pomoc? równa? podanych wy­

?e) (X[).
LIV. Gdyhy punkt M powróciwszv do pun­

ktu A, rozpocz?? nowy olirot w tym?e samym
kierunku

, w i akim odby? obrot pi{rwszy, midi­

by?my ?uki wi?ksze od ca?ego okr?gu, a nawet

wi?ksze od dwóch, trzech i t. d. okr?gów, gdyby
punkt M po uko?czonym obrocie drugim, rozpo­

cz a ? o brot trzeci, potem cz warty i t. d. Lecz

wsz ystk ie te ?uki mai? zawsze 'pocz?tek w pun ,

kcie A, a koniec w punkcie M; a zatem ich wi?a­

wy, dos?awy i t. d. b?cl? te same) iakic s? ?uków

AM wykre?lonych przez punkt M w czasie pirr­
wszego obrofu. Oznaczywszy wi?c ?uk jakikol­

wiek przez a, b?dzie W5t a=wst (21t"+a)=.
wst (41t"+(?)=wst (61t"+a) i t. d. To? mó­

wi? o dostawach, stycznych i t. d.

LV. VVs7.ystkie te wa?no?ci wstaw i dof?aw
,

a tern samem stycznych , dotvcznvch, siecznych i

dosieozn , ch, mo?na tak?e W) prowadzi? z pier­
wsz.ego twi-r.ler-nia Trygonometryj (XII). Jako?

w pihwsZ?lU i trzcciórn równaniu tego twierdze?
riia wzi? wszy promie? R =

l, badzie

wst(a+b)=wst (t. dosb +wst b dos al
dos (a+b )=dos a. dos b - wst a wst b fA.

.

W dwóch tych r-ówrianiech wZ"i?wszy l(Jd

?uk a równy 4tpy cz??ci ohc:gu, którl?y wstawa

iest promie? czyli l, a dostawa równa o,
i wa­

?no?ci te po?o?ywszy zamian wst a, dos a; b?­
dzie

wst (i
1r +b)= l. dos b+wst b. 0= dosb;

dos (.?r.+b )=0. dos b-l. wst b=- wst b.

To iest, wstawa ?uku wi?kszego o d 4tey cz??ci
okr?gu' jes.t dodayna, a dostawa odjemna.

sre. Wzi?wszy ?uk a=!1t" ,
i ?uk b =?7\' ;dwa

równania A zamieni? si? w naf??pui?ce :

51
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wst ". = I. 0+1. 0=0;
dos 'it = o. 0-1. 1=- 1. To iest

,
wstawa

?uku równego po?owie okr?gu iest o, a dostawa

tego? ?uku iest orliernna.

3c?e. W tych?e równaniach A wzi?wszy ?uk

a= 'it, l zamiast wst a, dos a po?o?ywsz y wa?no­

?ci znalezione w dwóch poprzedzai?cvch równa­

niach; b?dzie
wst ( 1r +b) =0. dosb+ wstb.- l =-wst b;
dos (1r+h) =-I. dosb-o. wst b=- dos b.

To iest
,

?uku wi?kszego od po?owy okr?gu wsta­

'\\ a i dostawa iest odiemna.

4te. VVzi?wszy ?uk a = 'it, ?uk b = ?'7t, i

zamiast wst a, dos a, wst b, dos b pofo?vwszy ich

wa?no?ci znalezione; równania A zamieni? s](,

W nast?pui?ce :

wst (1r+-?1r )=0. 0+ 1. -

1=-1;

dos (1r+-?1r)=-l.O-o. 1=0. To iest ,
lU­

ku równego j okr?gu wstawa iest odiemna, a do­

stawa równa o.

5te. V\Tzi?wszy ?uk a= ?'it, i zamiast wst a,

(los a, po?o?ywszy znalezion? wa?no?? wstawy i

dostawy i okr?gu; równania A zamienia si? w na­

st?pui?ce :

wstH1r--l-b)=-l. dos b+wstb.o=-dosb;

dos(j'it+b )=0. dosb-(-l. wst b )=wstb.
To iest, ?ulm wi?kszego od ioh?gu wstawa iest

odjemna, a dostawa dodayna.
6te. Wzi?w?zy ?uk a ,?"", ?uk b=-?1r, i

w równaniach A zamiast wst Cl, dos a po?o?ywszy
wstaw? i dostaw? i okr?gu, a zamiast wst b, dos

b po?o?ywszy wstaw? i dostaw? 4t1?y cz??ci okr?­
gu, b?dzie

wst( ? 1r+i ,,")=-1. 0+ 1. 0=0;

dos( {4\"+ ?1»= 0.0- ( - l. 1)= 1. To iest
,

?uku równego ca?emu okr?gowi wstawa ieet 0,1\

dostawa dodayna.
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7me. Nakoniec w tych?e równaniach A

wzi?wszy ?uk a=2 ....
,

i zamiast wst a, dos (t po?o?y­
wszy znalezion? wa?no?? wstawy i dostawy ?uku

równego okr?gowi; b?dzie
wst (21<+0) = o. dos b+ wst b. 1= wst h ;

dos (21<+b)= 1. dos b-o. wstb=dos b. To ieft

?uku równego ca?emu okr?gowi powi?kszonemu
?ukiem h, wstawa i dostawa równa si? wstawie i

dostawie tego? ?uku b; i t. d.

St?d ?i? okazuie, ?e od punktu Aflg. 149,
a? do punktu B, gdzie ?uk ACB równa si? po?o­
wie okr?gu, wstawy s? dodayne; od punktu za?

B, a? do punktu A, gdzie ?ukACBDA równa si?
okr?gowi, wstawy s? o d iemne. sre

,
?e od. punktu

A do C, gdzie ?uk AC równa si? 4h?y cz??ci o­

kr?gu, dostawy s? dodayne; od punktu C do D,

gdzie ?uk ACBD równa si? t okr?gu, dostawy s? od­

iemne; ocl punktu D do A, gdzie ?uk ACBDA

równa si? okr?gowi, dostawy s? dodayne. Grani­

c? zatem wstaw dodavnvch i odiemnych iest ?re­

dnica AB; granic? dostaw dodaynych i odiemnych
jest ?rednica DC prostopad?a do ?rednicy AB.

VI
.,

wst a

L . Poniewa? sty a =
--, dot a =

dos a

dos a
'

--i styczna wiec i dotyczna ?uku w ten cz as

wst a
.

b?dzie dodayna, kiedy iego wstawa i dostawa ma­

j? przed sob? ie dnakowe znaki; co ma. mieysce
od pun ktu A do C i od punktu B do D. Kiedy
za? wstawa i dostawa maj? przed sob? znaki od­

mienne, iak iest od punktu C do B, i od punktu
D do A, na ten czas ityczna i dotyczna b?dzie
odiemna. I tak ?uk ACIl, którego wsta wa n Q i

dof?:awa SQ iest odiemna, powinien mie? tak

styczn? iak dotyczn? dodayn? ; i w l'zeczy samev

,styczn? ?uku tego iest liniia AT
, dotyczn? za? liniia
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CE b?d?ca styczn? ?uku CBn, który iest dope?­
nieniem luku ACn: ró?nic? bowiem mi?dzy terni

dwoma ?ukami icst Juk AMC = czwart?v czc­

?ci okr?gn. ?,uk za? ACm, którego ,\'fia\?'a
mP iest orliomna

,
a dof?awa $P dodayna, ma

styczn? At idotyczn? CP odiem na. Sk?d. si?
okaznie ?e ?ranic? stycznych dodaynvch i odjcm­

nych icst ?rednica AB, granic? dotvcznych duday­
nych i od.iemnych icst ?rednica CD.

R2 R2
LVII. Poniewa? siec a

d
,dosiec a=--.

os a wst a'

?atwo st?d wniesiemy, których ?uków sieczne i

dosicczne moga by? brane za dodayne lu!' odiem­

ne. Lecz uwa?a? tu potrzeba, ?e sieczne i dosiC'cz­

ne
,

jako liniie przcchodzace prz.ez ?rodek ko la

i przez koniec M lukn AM, uflawicznic odmie­

niaj? po lo?enie swoie wzgl?dem d'wcch ?rednio

AB i CD do siebie prostopad?ych; gdy tym cza­

sem wstawy i styczne s? za wsze ró wnoodleg?e od

?rednicy CD, dostawy za? i dotyczne s? zawsze

r'ównoodleg'i e on ?r ednicv AB. Przeto te? dla si·ccz­

nych idosiecznych dodaynych i odjemnych niemo­

?na naznaczy? sta?ey granicy.
LVIII. Cz??toho? w rachunku wypadaia Ju­

ki odjemne. Aby?my poznali iakie s? tyd} luków

wstawy i dostawy, nwa?mv , ?e dwa ?uki równe

A i\'J, Am fig. 149, z których pir<rws7.y iest dodayny ?

drugi o dinmnv, rnaia wprawdzie równe wstawy PM

i Pm; lecz wftawa pierwszego iest dodayna drugie­
go odiemna ; def?awa za? obudwu iest ta sama PS.

Po.lobnic? dwa ro wne ?uki ACN, ADIt, z ht6-

rych pier-wsz.y jest dodayny, drugi odicmny ,

maia równe wstawy NQ i nQ, lecz pi?rWS7.h do­

davna , druga odicmna ; dostawa za? obu dwu icst

so. St?d wniesiemy, te wstawy ?u!;;Uw odiem-
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nych s?; odiemne ; dostawy za? te same co ?

fU!;;OW doduyny c]: rownv c]: odiemnvrn. 'V ogól­
no?ci, wst-a=-wst a; dos-a=<los a

LIX. Z twierdzenia fundamentalnego wy?ey
(XII) dowiedzionego, mo?na iescz e wyprowadzi?
wiele wniosków w dalsz?y Matematyce istotnie

potrzebnych: przytoczymy tu niektóre.

16d. Doda wszy do siebie dwa pierwsze równania

wst c dos b+w;.;tbdosa
wst (a+b)

R

wstadosb-wstbdosa
d'___________

,o be Z?ewst ((t-b)
R

.

2 W'lta (100.; b
.

wst (a+b)+wst (a-b) ; wi?c
H..

R R
wstadosb=

.;- wE't(a+b)+2wst(a-b). (1)

Drngie z dwóch tvch?e równa? odia wszy od pi?r-
wsz.ego, zostanie

.

2 wst b dos et

wst(a+b)-wst(a-b) ------; WI?C
R

R R

wstbdosa=-wst(a+b)-·-wst(a-b). (2)2 2

Kiedy luk a=b, formuj) (l) i (2) zarnieniaia

ii? w nast?pui?c? :

H

(5).wst« dosa=- wsb s a

tsre, Dodawszy do siehio dwa drugie równa­

t wierdzenia fundamentalnego, które s?:nia

dosa dos b-wsta wst b
dos (a+b)= ····----R---

dos a dos b+wst (l wst b
dos (a-b)_ H.

' h?dz ie

2dosaoosb

dos(a+b)+dos(a-b)= R
; WI?C
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R R

dosadosh=-;-dos (a+b)+-;dos(a-h). (4)-
Pierwsze z dwóch tych?e równa? odi?wszy od

drugiego, zostanie

zwst zz wst
ó

dos (a-b)-dos (a+b) :--R?-; WI?C

R R

wstawstb=-;r?os(a-b)--;-dos(a+b). (5)
Kiedy ?uk a=b, poniewa? wtym przypadku

dos (a-b)=doso=R (XLVIII)l;formuly
zatem (4) i (5) zamieni? si? w nnst?pui?ce

R R2
. dos" a=- dos 2a+- (6).2 2

R2 R
wsr> a=----dos 2a (7)2 2

'5cie. Uczyniwszy a+b_p, a-b=q, znay­
dziemy przez dodanie do siebie dwóch tych rów­

na?, 2ct=p+q, a przez odi?cie drugiego od pier­
Wszego, 2b=p-q; at?m samem a=?(p+q),
b=?(p-q). Wa?no?oi te po?o?ywszy zamiast a i b

w: formu?ach (J), (2),(4) i (5), i ka?dego równa­
Dla st?d wyniHe.go podzieliwszy obie strony

R

przez-) wypadnie\ 2

2

wst p+wstq =Rwstt (p+q)dos?(p-q). (8)

2

wst p- wst q
_ R

dos ?(p+q)ws?(p-q). (9)

2

dosp+dosq= "il-dosi(p+q)dos? (p-b) . (10)

dos P -dos q=-':'- wst?(p+q)wst ?(p-q). (ll)
R

4te. Pienvszp. równanie twierdzenia funda­

mentalnego podzieliwszy przez trzecie, wypadnie



TRYGONOMETRYA

wst (a+b)
_

wst a dos b + wstb dos et

dos (a+b) -dos a dosb- wstawstó'
, R wstA"

wstA sty AAze
d-A --=styA(Xl)iczyli,_=_,os

dos A R
atern samem
w?t (a+b) sty (a+b)

• • .
.

dos (a+b)=--R-; powyzsze wi?c ro wnarue

zamieni si? w
nast?pui?ce :

sty (a+b) wst ados b+wstb dot= et

. (a)R dos a dos b-wst a wst b
W równaniu tern z drugip.y strony podzieliwszytak licznik iak mianownik przez dosados b, wypadnie

.

'k
wsta wstb

stya+stybIicz ni =_+ o

," dosa dosb- R

. wsta wst b
sty asty b_mianowmk=I-?d .

---1--- _

os a dos b- R2
R 2

-styasty b

IV

Po?o?ywszy wa?no?ci te zaiu.asr liczni.ka i mia­
nownika drugiey strony równania (a), i roz­

mno?y wszy obie strony przez R, wypadnie"

R 2

(sty a +sty b )sty (a+b) (h)R 2

-sty a+sty b

Odbywszy podobne do poprzedzai?cego dzia?a­
nie z równaniem drugi?m i czwartem twierdzenia
fundamentalnego, zna ydziem y

Rz. (stya-sty b)
sty (a-b)

R2+styastyb-'
Równanie to z:t?czyW6Zy z równaniem (b) za po­

moc? podwóynego znalm + b?dzie
R? (stya±styb)

sty (a+b)
R2- t t b ( 12).

+s y as y
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Kiedy ?uk a=u, R=l, równanie (b) zamienia si?
w nast.?pui?ce :

2stva

sty 2a=----

l-sty"',e
,

5te. Dwa tróyk?tyi\RN, BRn, fig. r56 pro­

stok?tne przy A i B, i w których k?t AHN = RnR;
iako wewn?trzne naprzemianlrgle wzgl?dem siec'l.­

n?y HN i dwóch równoodleg lych AR, Bza, Sq po­

dobne : bedzie wiec

AN: Art 'BRBn; ?zy li oznaczai?c liniie iak w art:XI,
.

R2 R2

stya:R=R: dota; WI?C sty a=d t
,dota= __

.

o a

sty et'

R2
at?rn samem dat (a+b)

sty(a+b)
Z drugiey strony równania trgo zamiast 11y (a+b)

po?o?ywszy wa?no?? enaleaion? w formulef i sjb?dz.ie .

.

}{2-11ya11y h
dot (a+b)=

'

stya+sty b

,. #
It

2

I.,. ,

Ze Zad 11y a= ; z drugi?y WI?C stron)' rowna-

dota

niu ostatniego po?o?ywszy tak w liczniku iak

R2 R2
w mianowniku

,
zamiast sty a, sty b,

dot a dat b

wypadnie

dat (a+b) =

dot a (lot b-R 2

(c),

dot a+ dotb

Odbywywszy to samo dzia?anie z formu?? (12)
bior?c w niey z nak tylko dolny, znavdz.iernv
.

dat a dat b+R2
dat (a-b)

?lota-dotb

nównanie to z??czywszy. z równaniem (c) za po­

moca pod woynego znaku +, b?dzie
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dat a dat b+R
z

dat (a±b)=-----
-­

dot b+dot a

RZ wstZa

d z I s?y2 b=
0$ (t

6te. Poniewa? styZa

RZ wst" h

doszb (XI), wi?c

R z \\'st2a

dasz u

-

dos'l.h
•

Drug? stron? sprowadziwszy do jednakowego mia­

nownika, b?dzje,
R z

(wst2a!los2h-wst2b dosZa)
,styZa-sty =b

dos- et dos2b (d)
A?e wst-.c dos2h-wst2h 00S2=

(wsta dos h+wsthdos et} (wst a dos h-wst bdos a)=
Rwst( a+h)Rwst(a-b )=R 2WS (a+b)\\st(u-b)(XII

.

równanie wi?c <.... d) zamieni si? wnast?puiqce :

R +wst (a+h) wst(a-h)
sty2a-sty2b= (15)dos" ados2b

Poniewa? dot2 a

R 2

(wsf2bdos2a-w?t2ados2ó)dot" a-dof2h-= _

wst> ltwst2b

RZ (wsPados2h-' wst2bdos2a)
--

,wst2a wst=b

Odbywszy zlicznikif'm drugiey strony dzialan(ti!

podobne do poprzedzai?cego ,
znavdzieruv

.

R 4

( wst( a+li) wst (a-ó)
dotZa-dot2h=- .'

l (16)
wst+c wst'' 'J

7me. Podzieliwszy formu?? (8) przez (9\ wypadnie
wstP+wst q wst H p-l-q) dos.?(p-q) "

--

X)
; WI?C

wstp-wstq dot? I,y-t-?) wst? (p-q
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wstp+wst qx ws?(p-q)

wstp-wssq dosi(p-q)
wst p+ wst 9.

X
sty i (p-q)

wstp-wstq R

wst.p+wst q styj (p+q)

wstp-wstq styi(p-q)
. . . . . . (17)

Odbywszy podobne dzia?anie Itdzformu??(8)i(10),
»r«, z formu?? (8) i (II), acie z formu?? (g)i(IO),
4tezfon;nu?? (g) i (l J ),nakaniec z famu?? (10 )i(ll);
znavdziemv ,

wst p+wst q styHp+q)
(18)

dosp+dosq R

wstp+wstq dot?(p-q)
. .

,

dos p-dos q
R

wstp-wstq sty I(P-q)
dos p+ <i-;;sq R

wstp-wst q dotI (p+q)

dosp-dosq R

dos p+dos y. dotj (p-q) (e)
dosp-dosq styi (p-q)

R2 R2

Zeza?--= siec p,
_=siec q(XI); at?m sam?ni

dosp dosq

R2 ]\2

dos P .

.dos q=-:--; b?dzie wi?c

.

SIec p
SIeC q. .

dos p+dos q R
2

Slp.cp-slecq

----=. . ><

dosp-dosq SIec p+Slecq
R2

siec p-siecq.

siec p+siec q' .

mo?na wi?c zamiast równania (e) napisa? naf1:?pUl?C?

dosp+dosq_ dot? (p-q_siecp-? . (22)
dos p-dosq-- styj (p-q) siec p+siec q
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8me. Poniewa? wst o =0, dos o = R (XVIII),
styo=o, dot o =R (XLVIII) ;kiedy wi?c ?ukq=o,
formu?y (18) i (19) zamieniai? si? w nast?puj?ce:

wst p styjp
(25)'R+dosp R

wstp
_

- dot jp
dos p-R--- R

; czyli
wst p dot.! l}

R-dosp
=

R? (?i})
Rwsta

dos a

R wsta
gte. sfya

.

R2 wst2a
sty2 a-R2 t2'

Równanie to ?atwo zamie-
-ws a

ni? mo?na w nast?pui?ce :

R.stya
wsta???====

VR2+sty:ra (25)
Odbywszy to samo dzia?ariie' z równaniem

'1

S
Rwsta RVR2-dos2a

'

tya=
dos a dos a z*na?dzicmy

Rz
dos a

VR2+sty2a
•

(26)
xote. Przypu?ciwszy ?e ?uk AS = 60opod?'ug

dawnego podzia?u ,fig. 156, ci?ciwa iego by?aby
hokienl sze?ciok?ta foremnego w ko?o wpisanego,
atem samem równa?ahy si? promieniowi tego?
ko?a (25,). Ci?ciwa ta? promieniem RA i RS utwo­

rzy?aby tróyk?t równoboczny, a ze styczn? AN
?uku AS i z cz??ci? NS iego siecznev H.N utwo­

rzy?aby tróyk?t rownoramienny, z którego ?atwo

by?oby okaza?, ?e ci?ciwa ta ró wna si? cz??ci
NS siecsn?v RN; sk?dby?my wnie?li, ?e cz???
NS sieczn?v RN równa iest promieniowi RS, a t?m
-iam'm ?e RS czyli R=? RN = ? siec 60 0.
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Z uwagi tey i z tego co?my powiedzieli w ar­

tylmle XL yIU i innych, wypada, ?e

R= wst goo= dos oO=sty 45°=dot 45° = siec

0° 45° dosiec goo=j- siec 60°. ... (27)
Nakonice z artyku?u LV. wypada ?e

ws?(goo+b)=+tlosó; dos(goO+b)=+wstbj .

wst(1800+b =wst+b;dos(1800+h)=-rloSót (28)
wst(2700+ó)=-dos b; dos( 27oo+b)=+wstb ?
wst(36.00+b)=+wstb; dos (5600+b) =+dos b J

Koniec Trygonometryi prostokretlney' i cz?tci

pierwszer Jometryi:

'\fS'i ?G"O'Z'R i Ó"R?

MARCINA ZA.MOVcy ·t'f?f)

. I\O:\;(O?
?l
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224
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(

-wstB

?28 14 ws?a=·iA wsta=wst?A

25 b2+e2a2 })'l.+c2_a2

247 15 R2- stya+styb R2-stya. styb.

248 22 dota-dotb dotb - dotc.
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